ORSCHUNGSINITIATIVE

ukunft BAU

Forschungsprojekt
Tragwerk-FMEA
WP 11-16

Institut fur Statik und Dynamik
der Universitat Kassel

20.12.2010

Standsicherheitsnachweise mit finiten Elementen

Die Aufgabe des Tragwerksplaner ist es die Standsicherheit eines Gebéudes zu garantieren.
In der Regel wird er die Statik mit Hilfe eines FE-Programms aufstellen. Mit entscheidend fir
die Qualitdt der Statik ist, dass der Aufsteller die Grenzen und die Mdglichkeiten des
Programms kennt und insbesondere, dass er mit den Grundlagen der finiten Elemente
vertraut ist.

Die FMEA setzt dies eigentlich zwingend voraus, denn die Gite eines Entwurfs und damit
die Standsicherheit eines Tragwerks hangen entscheidend von dem Verstdndnis des
Tragwerkplaners fur die Grundlagen der Statik und damit fur die Grundlagen der Methode
der finiten Elemente ab.

In diesem Dokument werden die daher die wesentlichen Eigenschaften der finiten Elemente
dargestellt und die Punkte erdrtert, die fir den Tragwerksplaner wichtig sind, damit er zu
einer vernlnftigen Diskretisierung eines Tragwerks mit finiten Elementen kommt und lernt die
FE-Ergebnisse richtig einzuschétzen.
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1 Standsicherheitsnachweise mit finiten Elementen

Der Standsicherheitsnachweise von Tragwerken mittels finiten Elementen ist heute zwar

giangige Praxis, aber die Unsicherheiten im Umgang mit den Ergebnissen einer FE-Berechnung
sind immer noch sehr grof. In diesem Aufsatz wollen wir daher einige Bemerkungen zur Me-

thode der finiten Elemente in der Baustatik machen.

Fiir einen schnellen Einstieg wird es sinnvoll sein, sich gleich auf die Fehler zu konzen-
trieren, die dabei gemacht werden konnen, weil so am schnellsten die Besonderheiten und
Eigentiimlichkeiten der Methode der finiten Elemente sichtbar werden.

Die Analyse eines Tragwerks beginnt damit, dass man sich ein Modell des Tragwerks macht.
Dieses Modell sollte in der Lage sein, die wesentlichen Phdnomene im Tragverhalten korrekt
wiedergeben zu kénnen. Die Uberpriifung, ob das Modell dem Tragwerken adéiquat ist, wol-
len wir Validierung nennen.

Um das Modell zu analysieren, benutzt der Tragwerksplaner ein FE-Programm, Auch dabei
konnen Fehler auftreten. Die Uberpriifung, ob das Modell von dem FE-Programm richtig
berechnet wurde, wollen wir Verifizierung nennen.

e Validierung = Ist das statische Modell adaquat?
e Verifizierung = Gibt es numerische Fehler?

Beide Fehler lassen sich, und das ist die Linie, die dieser Aufsatz verfolgt, auf einen Fehler:
den Fehler in den mafigebenden Einflussfunktionen zuriickfiihren.

Rechentechnisch stellen die Werte von Einflussfunktionen Fortleitungszahlen dar. Eine Last
driickt hier auf das Tragwerk und die Frage ist, was kommt davon als Querkraft in einem
Bemessungsschnitt an?

Wenn hier bei der Modellbildung Fehler gemacht werden, Steifigkeiten falsch angesetzt wer-
den, dann stimmt der Informationsfluss zwischen Aufpunkt und Lastangriffspunkt nicht,
dann ist die Fortleitungszahl falsch und dann sind auch die Schnittkréfte falsch—auch wenn
das FE-Programm richtig rechnet.

Angenommen das Modell ist richtig, das Modell kann die Kinematik des Originaltragwerks
in den wesentlichen Ziigen richtig abbilden. Dann gibt es immer noch Fehler, weil das FE-
Programm die Einflussfunktionen, die zu dem Modell gehéren, nicht richtig approximieren
kann. Denn das handicap der finiten Elemente ist ihre beschrdinkte Kinematik, sind ihre
ungelenken Verformungen. Deswegen sind die FE-Ergebnisse falsch.

e Modellfehler = falsche Einflussfunktionen



Knotenkrafte sind eine Fiktion

Abbildung 1: 1. Beispiel: Berechnung einer Scheibe mit finiten Elementen: a) Der Origi-
nallastfall p; b) der FE-Lastfall p,, das ist der Lastfall, den das Programm rechnet; c)
Knotenkrafte—sie sind nur ein Modell ’als ob’. In Wirklichkeit gibt es sie nicht.



e Numerischer Fehler = fehlerhafte (ungelenke) Einflussfunktionen

Und die Fehler sind hintereinander geschaltet. Erst werden durch den Ubergang vom Trag-
werk zum Modell die wahren Einflussfunktionen reduziert, und diese schon vereinfachten
Einflussfunktionen kénnen sich auf dem FE-Netz aufgrund der fehlenden Beweglichkeit der
Elemente nicht richtig ausbilden. Diese Dinge sind weitgehend unbekannt.

Bauingenieure sehen die finiten Elemente immer noch so, wie die Ingenieure bei Boeing,
die die Methode zum ersten Mal einsetzten und dabei mit Knotenkréften und Knotenver-
formungen operierten. Dieses Knotenkraft-Modell ist sehr suggestiv, aber es ist doch nétig,
leichte Korrekturen an diesem Modell anzubringen, wenn man mit den finiten Elementen in
der Statik weiterkommen will.

1.1 Was finite Elemente sind und nicht sind

Viele Ingenieure verstehen die Analyse einer Kragscheibe wie in Bild 1 a mit finiten Elemen-
ten in etwa wie folgt:

Die Kragscheibe wird in einzelne Scheibenelemente zerlegt, die an den Knoten zusammen-
héngen und die Streckenlast wird, passend hierzu, durch Knotenkréfte ersetzt. AnschlieSend
werden, dhnlich wie bei einem Fachwerk, an jedem Knoten die Gleichgewichtsbedingungen
formuliert und so findet man die Verformungsfigur, die zu der FE-Scheibe gehort.

Aber dieses Modell ist nur ein Modell als 0ob, denn wenn in den Knoten der Scheibe wirklich
Knotenkrifte angreifen wiirden, dann hétten die immens hohen Spannungen unter den Kno-
tenkraften das Material schon lange zum Flielen gebracht und die Knoten wéren mitsamt
den Knotenkréften vom Bildschirm verschwunden.

Dieses Modell ist sehr populdr, man findet es in sehr vielen Biichern iiber finite Elemente.
Man kommt mit diesem Modell scheinbar sehr schnell in die Methode der Finiten Elemente
hinein, aber leider nicht sehr viel weiter. Sprechen wir es deutlich aus:

e Die finiten Elemente hdngen nicht nur an den Knoten zusammen.

e Die Knotenkrifte sind eine Fiktion, sie gibt es nicht.

Ja, wagen wir uns noch einen Schritt weiter vor, die ganze Interpretation, dass man eine
Scheibe in kleine Scheibenelemente zerlegt ist fragwiirdig. Sie ist anschaulich, das ja, aber
sie fithrt den, der nicht das nétige Hintergrundwissen hat, eher in die Irre.

Die Scheibenelementen sind eigentlich mathematische Konstrukte und keine mechanischen
Elemente. Sie dienen nur dazu, auf der Scheibe stiickweise Interpolationspolynome zu kon-
struieren, mit denen man die horizontalen und vertikalen Verschiebungen der Scheibe, u,
und u,, das sind ja fiir sich genommen jeweils Fldchen, facettenartig approximieren kann.
So dhnlich, wie man eine glatte Kurve durch einen Polygonzug approximieren kann. Wenn
natiirlich auch die Interpretation als Scheibenelemente im statischen Sinne nahe liegt und
sich kaum ein Ingenieur dieser Suggestion entziehen kann.

In der Stabstatik ist diese Interpretation legitim. Im Reich der Stdbe und Balken kann
man die finiten Elemente wirklich als kleine Stab- und Balkenelemente interpretieren. In der
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Abbildung 2: 2. Beispiel: FE-Analyse einer Scheibe: a) die Scheibe mit der Belastung. b)
Die Lasten, die der FE-Berechnung zu Grunde liegen, haben scheinbar wenig mit der Ori-
ginalbelastung zu tun. c¢) aber die Spannungen glaubt man sofort und der Anwender ahnt
auch nicht, dass sie eigentlich auf dem Lastfall in Bild b beruhen.



Abbildung 3: Vater und Sohn leisten bei jeder Drehung der Schaukel die gleiche Arbeit. Sie
sind einander energetisch dquivalent. Das ist der Grundgedanke der finiten Elemente.

Stabstatik gibt es wirklich Knotenkrifte und Knotenmomente. Aber die Stabstatik ist eben
ein Sonderfall, die Ubertragung dieses Modells auf Flachentragwerke ist nicht zuléssig.

e Knotenkrafte sind auf Stabtragwerke beschrankt.

Der Lastfall, den das FE-Programm wirklich rechnet, ist in Bild 1 b dargestellt. Wir nennen
ihn im Folgenden den Lastfall p;, im Unterschied zum Originallastfall, den wir p nennen (un-
abhéngig davon, ob es ein LF g oder ein Verkehrslastfall ist). In dem Lastfall p;, wirken langs
den Elementkanten Linienkrifte und in den Elementen Flachenkrifte, &hnlich dem Eigenge-
wicht, die die Scheibe nach unten driicken. Die Grofle dieser Flachenkrifte erkennt man nur
an den Zahlen in den Elementen. Diese Zahlen sind das Gesamtgewicht der Flachenkréfte
pro Element.

Das FE-Programm hat den Lastfall p;, so eingestellt, dass er arbeitsdquivalent, "wackeldqui-
valent’ zu dem Originallastfall ist. Wackeldquivalent meint, dass, wenn wir an der Scheibe
wackeln, wenn wir also die Knoten des FE-Netzes in beliebige Richtungen verschieben, die
virtuellen Arbeiten, die die Originalbelastung bzw. die Ersatzbelastung auf diesen Wegen
leisten, gleich sind.

Ein Priifingenieur, der erst an der realen Scheibe mit der Originalbelastung wackeln wiirde
und danach an der FE-Scheibe mit der Ersatzbelastung, wiirde keinen Unterschied feststel-
len, wenn—und das ist der entscheidende Punkt (!)—wenn die virtuelle Verriickung eine der
moglichen Knotenverschiebungen der FE-Scheibe wére.

Wenn er aber als virtuelle Verriickungen eine Sinus-Welle wéhlen wiirde, die sich ja durch
die eckigen, polygonzugartigen Elementverformungen nicht exakt wiedergeben lédsst, dann
wiirde er stutzig werden, weil die virtuellen Arbeiten der beiden Lastfille beziiglich der Si-
nuswelle nicht gleich sind.

In dieser Beschrinkung, der Aquivalenz der beiden Lastfille p und p, nur hinsichtlich der
Knotenverschiebungen, liegt der Naherungscharakter der finiten Elemente.

e Wenn man ein Tragwerk mit finiten Elementen berechnet, dann wird der Originallast-
fall durch einen arbeitsdquivalenten Lastfall ersetzt.

Das Beispiel von Vater und Sohn auf der Schaukel in Bild 3, so einfach wie es ist, driickt den
Aquivalenzgedanken sehr schon aus. Vater und Sohn haben nicht dasselbe Gewicht, aber bei
jeder Drehung der Schaukel leisten Vater und Sohn dieselbe Arbeit, weil der Sohn das, was
ihm an Gewicht fehlt, durch Hebelarm ersetzt. Vater und Sohn sind beziiglich aller mogli-
chen Drehungen der Schaukeln einander dquivalent, weil sie bei jeder Drehung der Schaukel



dieselbe Arbeit leisten.

So, wie wir durch das Hochwerfen mit der Hand Steine auf ihr Gewicht testen, so sagt ein
FE-Programm zwei Lasten sind gleich, wenn sie bei jeder virtuellen Verriickung der Knoten
die gleiche Arbeit leisten.

Ein FE-Programm begeht daher nach seiner Meinung keinen Fehler, wenn es die Randbela-
stung in Bild 1 a durch eine arbeitsédquivalente Belastung py, die Linien- und Flachenkréfte
in Bild 1 b ersetzt. Bezogen auf sein (beschrianktes) Sensorium, d.h. die Menge aller Kno-
tenverschiebungen, die auf dem Netz moglich sind, sind die beiden Lastfélle ja dquivalent,
einander gleich. Bei jedem Wackeln an der Scheibe sind die Arbeiten ja immer gleich grofi,
also sind sie doch einander dquivalent, sind sie identisch...

In der klassischen Statik sind zwei Lastfélle p und pj, gleich, wenn die Lasten in jedem Punkt
tibereinstimmen (starkes Gleichheitszeichen). In der FE-Statik gelten sie als gleich, wenn
sie bei gleichen virtuellen Verriickungen gleiche Arbeiten leisten. Das ist das so genannte
schwache Gleichheitszeichen.

FE-Statik ist somit im gewissen Sinne eine "Wackelstatik’, womit aber nichts iiber die Qua-
litdt der Finiten Elemente gesagt sein, denn auch die Natur findet die Gleichgewichtslagen
eines Tragwerkes durch Wackeln. Nur fahrt die Natur unendlich viele Tests, verwendet sie
unendlich viele virtuelle Verriickungen, wéhrend ein FE-Programm sich notwendigerweise
bescheiden muss. Sein Sensorium ist beschrankt. Es weifl nichts davon, dass es auch Sinus-
wellen gibt.

Dieser Tausch, p — pj, das Ersetzen des Originallastfalls durch einen arbeitsdquivalenten
Lastfall, ist iibrigens der einzige Fehler, den ein FE-Programm macht und diesen Fehler
begeht es gleich am Anfang. Aber alles was danach kommt, ist klassische Statik, ist Statik
im Sinne des Regelwerks. Die Schnittkréifte, die Verformungen alles ist exakt. Nur ist es eben
ein anderer Lastfall. Und fiir diesen Lastfall bemisst der Tragwerksplaner das Tragwerk. Der
Tragwerksplaner glaubt die Spannungen, die er auf dem Bildschirm sieht, gehorten zu dem
Lastfall in Bild 2 a. In Wirklichkeit gehoren sie aber zu dem Lastfall in Bild 2 c.

1.2 Vergleich des gerechneten Lastfalls mit dem eingegebenen Last-
fall

Wenn aber das FE-Programm den Originallastfall durch einen arbeitsdquivalenten Lastfall
ersetzt, dann kann man doch eine FE-Berechnung ganz einfach dadurch kontrollieren, dass
man den FE-Lastfall mit dem Originallastfall vergleicht: Was sollte gerechnet werden und
welchen Lastfall hat das Programm wirklich gerechnet?

Die FE-Programme bieten diese Priifung in der Regel aber nicht an. Dies hat zwei Ursachen:
Die Benutzer wissen in der Regel nicht, dass es diese Moglichkeit gibt und die Programm-
autoren haben kein Interesse daran, weil sie dann dem Anwender erkliaren miissten, warum
das FE-Programm anscheinend einen ’falschen’ Lastfall 16st, der noch dazu anscheinend we-
nig mit dem Originallastfall zu tun hat. Jeder Anwender, der mit der Theorie der finiten
Elemente nicht vertraut ist, wiirde den Glauben an die finiten Elemente verlieren und die
Programmbersteller einen guten Kunden...
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Abbildung 4: Adaptive Verfeinerung des Netzes. a) Das Netz wurde dort verfeinert, wo
die Abweichung des Lastfalls p;, vom Lastfall p gro war b) der FE-Lastfall p;, auf dem
verfeinerten Netz. In den Ecken gibt es nach der Elastiztitéstheorie singulédre Spannungen.
Die beginnen sich hier abzuzeichnen.
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Abbildung 5: Scheibe: a) System und Belastung; b) bis auf die Lagerknoten sind alle dqui-
valenten Knotenkréfte Null.



Zur Ehre der Programmautoren muss jedoch gesagt werden, dass sie an dieser Situation
eigentlich keine Schuld tragen. Zu einem guten Teil hat das Problem mit der Unkenntnis der
Anwender zu tun. Die meisten Anwender wissen eigentlich nicht, was finite Elemente sind.
Sie extrapolieren aus ihren Erfahrungen mit der Stabstatik auf die Flachentragwerke und
erwarten nun, dass ihnen die FE-Programme &dhnlich schéne Ergebnisse auch fiir Scheiben
und Platten liefern. Aber das sind zwei verschiedene Welten: Das eine sind Stabtragwerken,
und das andere sind Flachentragwerke.

e Es gehort sehr viel Erfahrung und Hintergrundwissen dazu, die FE-Ergebnisse bei
Flachentragwerken richtig zu interpretieren.

1.3 Adaptive Verbesserung

Wenn man aber den FE-Lastfall p,, also die Lasten in Bild 1 b, mit dem urspriinglichen
Lastfall p, der Streckenlast in Bild 1 a vergleichen kann, dann liegt es nahe, die Elemente
dort kleiner zu machen, wo die Abweichungen zwischen p und p;, grofl sind, s. Bild 4. Auf
diese Art und Weise kann man die Ubereinstimmung zwischen den beiden Lastfillen p und
pr verbessern. Man nennt dies adaptive Verfeinerung des Netzes. Ein FE-Programm ist
also gewissermaBen in der Lage sich (innerhalb gewisser Grenzen) selbst zu kontrollieren.
Adaptive Verfahren werden in der Luft-und Raumfahrt schon seit langerer Zeit angewandst.
Warum dann nicht auch im Bauwesen?

Andererseits darf man sich von dieser Option keine Wunder erwarten. Die Singularitéiten in
den Ecken lassen sich damit nicht beseitigen. Ja es ist sogar so, dass die Spannungen immer
grofler werden, je feiner man das Netz in der Néhe einer solchen singuldren Ecke macht. Fiir
die Ecke selbst gewinnt man also gar nichts, aber ihr negativer Einfluss auf die Genauigkeit
der FE-Ergebnisse im Feld, in den abliegenden Punkten, liasst sich doch deutlich verringern.
Denn anders als viele Anwender meinen, beeinflussen solche singulédren Stellen auch die Ge-
nauigkeit im Feld (pollution).

Dazu kommt ein zweites. Bei einer adaptiven Verfeinerung eines Netzes werden sehr schén
die kritischen Stellen, die hot spots sichtbar, s. Bild 6 a. Der Tragwerksplaner lernt das
Tragwerk besser kennen. Mit etwas Routine ist man dann bald in der Lage vorauszusagen,
wo das Programm das Netz adaptiv verfeinern wird, aber fiir den Anfénger, der blind dem
FE-Programm vertraut, hat die adaptive Verfeinerung einen wertvollen didaktischen Neben-
effekt.

Bei einer neuen Variante, der so genannten zielorientierten Verfeinerung, s. Bild 6 b, kann
man das Netz gezielt so verfeinern, dass ein spezieller Wert—hier die vertikalen Spannung
o,y —auf dem Netz moglichst genau ermittelt wird.

Bemerkung: Der nahe liegende Gedanke, einfach die Differenz der Lasten, p — pp, noch
einmal auf das Tragwerk aufzubringen, diesen Lastfall zu 16sen, usw., funktioniert mit finiten
Elementen nicht, weil die FE-Methode ein Projektionsverfahren ist, [8]. Unter den Lasten
p — pp verformt sich die Scheibe nicht. Es gibt Lastfille, die kann man auf einem Netz
nicht 16sen, das heifft sie rufen keine Verformungen, keine Spannungen hervor, s. Bild 5. Der
Lastfall p — p;, ist ein solcher Lastfall. Eine Verbesserung kann man daher nur erzielen, wenn
man das Netz verfeinert.
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Abbildung 6: Adaptive Verfeinerung a) Standard b) zielorientierte Verfeinerung, [9]
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Abbildung 7: Ermittlung der Lagerkraft B mittels der Einflussfunktion (oder Einflusslinie,
EL) fiir das Lager

1.4 Einflussfunktionen—der Schliissel zu den finiten Elementen

Die Einflussfunktionen sind der Schliissel zur Statik und auch zu den finiten Elementen,
denn es gilt der zentrale Satz:

e In der linearen Statik berechnet ein FE-Programm alle Spannungen, alle Auflager-
krifte, alle Verformungen mittels Einflussfunktionen.

Und weil die Beweglichkeit eines FE-Netzes eingeschrankt ist, ist ein FE-Programm ge-
zwungen gendherte Einflussfunktionen zu verwenden. Das ist der einzige Grund, warum
FE-Ergebnisse falsch sind.

Der Tragwerksplaner ermittelt die Auflagerkraft B fiir einen Briickenpfeiler

B~ [ w0 &

indem er die Streckenlast p mit der Einflussfunktion n(z) fiir die Auflagerkraft iiberlagert, s.
Bild 7. Die Einflussfunktion ist die Biegelinie der Briicke die entsteht, wenn das Innenlager
entfernt wird und die Briicke an dieser Stelle um eine Lingeneinheit nach unten gedriickt
wird.

Genau so geht auch eine FE-Programm vor. Sein Problem ist nur, dass seine Einflussfunktion
falsch ist oder, milder ausgedriickt, nur annidhernd richtig ist.

Denn dadurch, dass die Briicke in finite Elemente unterteilt wird, verliert sie an Beweg-
lichkeit, wird sie ungelenker und als Folge hiervon wird sich nicht die korrekte Biegelinie
ausbilden, wenn das Lager um eine Léngeneinheit abgesenkt wird.

e Die FE-Ergebnisse sind nur Naherungen, weil die eingeschriankte Kinematik der finiten
Elemente nicht die korrekte Ausbildung der Einflussfunktionen erlaubt.

Welche Konsequenzen diese elementare Tatsache fiir die tégliche Arbeit mit finiten Elemen-
ten hat, wollen wir an drei kleinen Beispielen erldautern.
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Abbildung 8: Eine Versetzung von 10 mm im Aufpunkt ruft in dem FE-Modell eine vertikale
Verschiebung von 7,6 mm im Fusspunkt der Belastung hervor. Also ist die Spannung im
Aufpunkt gleich 7,6/10 x 10 = 7,6 kN/m?. Auf dem verfeinerten Netz wird die vertikale
Verschiebung gréfier und daher wiichst die Spannung auf 8,3/10 x 10 = 8,3 kN/m?.
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1.4.1 Beispiel Spannung

Die Scheibe in Bild 8 wird an ihrem oberen Rand durch eine Einzelkraft belastet. Wie grof3
ist die dadurch hervorgerufene horizontale Spannung in dem markierten Punkt im unteren
Teil der Scheibe? Das FE-Programm berechnet diese Spannung, wie alle anderen Werte auch,
mittels der zugehorigen Einflussfunktion. Die Einflussfunktion fiir die Spannung o, ist die
Verformungsfigur der Scheibe, wenn der Aufpunkt um 10 mm gespreizt wird. Was in dem
FE-Modell von dieser Spreizung an der oberen Kante, im FuBlpunkt der Kraft ankommt,
héngt von der Zahl und der Grofle der gewédhlten Elemente ab. Bei der hier gewihlten,
relativ groben Vernetzung, bewegt sich der Fuflpunkt der Last um 7.6 mm vertikal nach
unten und somit kommt das FE-Programm auf einen Wert von

76

_E.p (2)

O—II
fiir die Spannung. Wenn man das Netz feiner wéhlt, dann wéchst die Verformung (= Ein-
flusskoeffizent) an und damit auch die Spannung.

1.4.2 Moment in einer Kragscheibe

Ein Beispiel bei dem der Fehler wesentlich gréfler ist, ist die Kragscheibe in Bild 9 a. Das
exakte Biegemoment im Schnitt A — A betragt 2,5 kNm. Das FE-Programm kommt nur auf
einen Wert von 1,66 kNm. Der Grund ist, dass auf dem FE-Netz die exakte Einflussfunktion
fiir das Biegemoment, s. Bild 9 b, nicht darstellbar ist. Wenn das FE-Programm versucht,
den Schnitt A — A um 45° zu drehen, wie es Vorschrift ist, dann hebt sich das Kragarmende
nur um 1,66 m und nicht, wie es richtig ware, um 2,5 m.

1.4.3 Resultierende Schnittkraft in einer Wand

Ahnlich krass ist der Fehler bei dem néchsten Beispiel. Die Wandscheibe in Bild 10 wird oben
links mit einer Kraft von 1 kN belastet. Das FE-Programm kommt jedoch im Schnitt A — A
auf einen Wert von 2,09 kN fiir die resultierende horizontale Schnittkraft (N,,). Der Grund
fiir diesen groflien Fehler ist, dass das FE-Programm mit einer falschen Einflussfunktion
arbeitet. Die exakte Einflussfunktion fiir die Schnittkraft ist eine Verschiebung des ganzen
oberen Teils gleichméflig um 1 cm nach rechts, s. Bild 10 b. Auf dem FE-Netz kann diese
Bewegung aber nicht dargestellt werden, weil ein solcher Verschiebungssprung, denn darum
handelt es sich ja, wenn der obere Teil zur Seite gleitet, auf einem FE-Netz nicht darstellbar
ist. Das FE-Programm bemiiht sich zwar diese Bewegung darzustellen, aber es gelingt ihm
nur die "Pseudo’-Einflussfunktion in Bild 10 ¢ zu erzeugen, bei der sich die obere linke Ecke
um 2,09 cm nach rechts bewegt.

Es ist nur konsequent und in sich stimmig, wenn das FE-Programm dann im Schnitt A — A
die Schnittkraft zu 2,09 kN berechnet

Ny, = Einflusskoeffizient x 1kN = 2,09 x 1kN = 2, 09 kN. (3)

Die Logik ist richtig, aber das Ergebnis ist falsch.

1.5 Statik ist angewandte Kinematik

Wir rithren hier an eine Grundtatsache der Statik:

1 A
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Abbildung 11: Jede Einflussfunktion gleicht einer Schaukel. Die Arbeiten auf beiden Seiten
der Schaukel miissen gleich grof§ sein. So stellen sich die Schnittkréfte ein.

e Statik ist nicht 'statisch’, sie ist angewandte Kinematik.

Nirgendwo wird dies deutlicher als beim Einsatz der finiten Elemente in der Statik.

Ein Tragwerk besteht aus unendlich vielen Momenten-, Normalkraft- und Querkraftgelenken.
Alle diese Gelenke sind gesperrt. Aber wenn man ein solches Querkraftgelenk 16st, s. Bild 11
a, und dadurch eine Bewegung in das Tragwerk hineintragt, dann ist die Arbeit, die von der
Wanderlast und von den Kréften am Gelenk dabei geleistet werden, gleich grof3. An dem einen
Ende der 'Schaukel’ sitzen - im iibertragenen Sinne - die beiden gegengleichen Gelenkkréfte!
und am anderen Ende der Schaukel sitzt die Wanderlast und beide, die Gelenkkréfte und
Wanderlast, leisten bei der 'Drehung’ der Schaukel die gleiche Arbeit wie Vater und Sohn in
Bild 3.

Das, was von der Spreizung des Querkraftgelenks im Fufpunkt der Wanderlast ankommt,
ist umgekehrt gleich dem Einfluss, den die Wanderlast auf die Querkraft im Aufpunkt hat.

Die ganze Strecke zwischen dem Querkraftgelenk und dem Fuflpunkt der Wanderlast muss
daher, wenn die richtige Botschaft im Fulpunkt der Wanderlast ankommen soll, richtig mo-
delliert werden. Wenn hier Fehler gemacht werden, die Steifigkeiten zu hoch oder zu niedrig
sind, dann ist die Ubertragungsstrecke zwischen dem Querkraftgelenk und dem Fufipunkt
der Wanderlast gestort und dann wird umgekehrt, aufgrund der Reziprozitéit, der Einfluss
der Wanderlast auf die Querkraft falsch abgeschétzt.

e Die Fortleitungszahlen miissen stimmen.

Die korrekte Modellierung eines Tragwerks entscheidet sich hier.

Weil sie jeweils anteilige Wege gehen zihlen sie wie eine Kraft

4 -
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Abbildung 13: Einflussfunktionen fiir das Biegemoment [13]
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Abbildung 14: Einflussfunktionen im Vergleich: a) Durchbiegung, b) Verdrehung (Neigung),
c) Moment m,,, b) Querkraft ¢,; a) und c) sind Summenformeln und b) und d) sind Diffe-
renzenformeln

Und jetzt versteht man auch sofort das handicap der finiten Elemente. Aufgrund der ein-
geschrinkten Beweglichkeit der finiten Elemente stimmen die Fortleitungszahlen nicht. Die
Einflussfunktionen kénnen sich nicht richtig ausbilden. Die Kommunikation zwischen dem
Aufpunkt und der Wanderlast ist gestort.

e Die eingeschrinkte Kinematik ist der Kardinalfehler der finiten Elemente.

1.6 Abklingverhalten

Das Erzeugen von Einflussfunktionen, gleicht dem Wurf eines Steines in ein grofles Wasser-
becken, das in mehrere Kanéle und Seitenarme aufgeteilt ist. Der Stein wirft Wellen, und
diese Wellen verebben (in der Regel) mit wachsendem Abstand von dem Aufpunkt, s. Bild
17, wobei die Enge oder Weite der Kanile (die Steifigkeiten der Bauteile), die Ausbildung
der Uferzonen (Lager) etc. das Abklingverhalten zusétzlich beeinflussen.

Lassen wir die Einfliisse der Umgebung zunéichst einmal weg, dann hiangt das Abklingverhal-
ten primar vom Typ der Einflussfunktion ab. Eine Einflussfunktion fiir eine Durchbiegung
ebbt langsam ab, wihrend die Einflussfunktion fiir eine Querkraft sehr viel schneller abebbt.
Je hoher die Ordnung der Ableitung des Wertes ist, den man berechnen will,

w w’ M=—EIlvw" V=—FEIlw" (4)
desto schneller ebbt die Einflussfunktion ab.

Das gilt auch fiir Scheiben und Platten, wie man in Bild 14 sieht, wo die vier Einflussfunktio-
nen fiir die Durchbiegung w, die Verdrehung w,, (= w’), das Moment m,, und die Querkraft
¢, in der Mitte einer Platte dargestellt sind.

Die weit ausholende Einflussfunktion fiir die Durchbiegung signalisiert dem Tragwerksplaner,
dass auch entfernt stehende Lasten noch die Durchbiegung in der Plattenmitte beeinflussen.
Wiéhrend die ganz eng gefasste, aber steil ansteigende Einflussfunktion fiir die Querkraft

1 N
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Abbildung 15: Einflussfunktion fiir a) die Querkraft und b) das Biegemoment in Feldmitte
im Vergleich: Die Einflussfunktion fiir V' reagiert auf Differenzen (’high-pass filter’) und die
fir M summiert (‘low-pass filter’).

darauf hinweist, dass die Querkraft in Plattenmitte nur von den Lasten in unmittelbarer
Néhe des Aufpunkts abhéngt.

1.7 Dipole und Monopole
oder warum Querkrifte ungenauer sind als Momente

Diese Unterschiede sind der Grund, warum Durchbiegungen in FE-Programmen wesent-
lich genauer sind als Querkréfte, denn dem FE-Programm féllt es viel leichter die einfache
'Delle’, die die Einflussfunktion fiir w darstellt, anzunidhern als die Scherbewegung, die die
Einflussfunktion fiir die Querkraft darstellt. Die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung wird
von einer Einzelkraft, einem Monopol, erzeugt wiahrend die Einflussfunktion fiir die Quer-
kraft von einem Dipol erzeugt wird. Die eine Einflussfunktion integriert, und die andere
differenziert.

e Monopol summiert (Durchbiegung, Moment)
e Dipol differenziert (Spannung, Querkraft)

Dipol und Monopol sind Begriffe aus der Elektrotechnik. Ein Dipol entsteht, wenn zwei elek-
trische Punktladungen, +1/Az und —1/Ax, sich aufeinander zu bewegen, Az — 0, und die
Ladungen dabei gleichzeitig iiber alle Grenzen wachsen.

In der Statik entspricht ein solcher Dipol zwei entgegengesetzt gerichteten Einzelkréften
P = 4+1/Ax, die sich aufeinander zu bewegen und dabei immer grofler werden. Dort wo sie
zusammentreffen, reiffit es den Balken auseinander, und es entsteht ein Versatz der Grofle
Aw = 1.

N
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Abbildung 16: Einflussflachen in einer Scheibe a) fiir die horizontale Verschiebung u,, b) fir
die horizontale Spannung o, c) die Scheibe und der Aufpunkt; die Ausschlédge entsprechen
horizontalen Bewegungen der Scheibe nach links und rechts

Auch die Einflussfunktionen fiir die Spannungen werden von Dipolen erzeugt. So entsteht
die Einflussfunktion fiir die horizontale Spannung o,, in einer Scheibe dadurch, dass zwei
Horizontalkrifte +1/Ax, von links und rechts kommend, sich im Aufpunkt treffen und den
Punkt dabei in zwei Teile zerreiflen, und eine Punktversetzung der Grole Eins im Aufpunkt
erzeugen, s. Bild 16.

Die Einflussfunktion fiir eine Verschiebung hingegen wird durch einen Monopol erzeugt, eine
einzelne Kraft P = 1.

Einflussfunktionen, die von Monopolen erzeugt werden, summieren, wiahrend Einflussfunk-
tionen, die von Dipolen generiert werden, differenzieren.

Ein Monopol erzeugt eine Delle: Was in diese Delle hineinféllt zéhlt, erh6ht die Verformung.
Die Dipole dagegen erzeugen Scherbewegungen oder Wellen, wie in einem Teppich, der Fal-
ten wirft. Wenn links und rechts vom Dipol dieselbe Belastung steht, dann heben sich die
Wirkungen gegenseitig auf, wie die Querkraft V' in der Feldmitte eines Einfeldtrédgers unter
Gleichlast (antimetrisch x symmetrisch = Null). Wenn die Belastung jedoch in der Mitte
ihr Vorzeichen wechselt, dann wird V' maximal (antimetrisch x antimetrisch = Max).

1



Gerbertrager Nr. 1

Gerbertrager Nr. 2 /

Abbildung 17: Einflussfunktionen fiir die Lagerkraft A an zwei Gerbertrigern. Nicht alle
Einflussfunktionen klingen ab!
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Abbildung 18: a) Einflussfunktion fiir die Normalkraft
Riegel. Nicht alle Einflussfunktionen klingen ab!
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Es ist jetzt auch klar, warum Verformungen und Momente von FE-Programmen relativ genau
berechnet werden, wiahrend Spannungen und Querkréifte dagegen deutlich abfallen. Dellen
kann ein FE-Programm schon auf groben Netzen relativ gut approximieren, wéihrend Scher-
bewegungen schwerer darzustellen sind. Oder anders: Differenzieren rauht auf, integrieren
gléttet.

Die Einflussfunktionen fiir Lagerkréfte sind iibrigens alle vom Summentyp, auch wenn die
Lagerkrifte Querkréfte oder Normalkréfte sind, ihre Einflussfunktionen also auf Scherbewe-
gungen beruhen, weil sich an Lagern die Differenzbewegungen, die wir typischerweise bei
einem Querkraft- oder Normalkraftgelenk sehen, nicht ausbilden kann. Die eine Hilfte des
Gelenkes ist sozusagen 'geerdet’, fest mit dem Boden verbunden und kann sich daher nicht
bewegen. Die Bewegung der anderen Gelenkhilfte gleicht dann einer 'halben’ Delle (aber
mit der vollen Auslenkung Eins am Gelenk).

1.8 Einflussfunktionen, die mit dem Abstand vom Aufpunkt wach-
sen

In der Regel ist es so, dass die Einflussfunktionen mit zunehmendem Abstand vom Auf-
punkt immer kleiner, immer schwécher werden. Daher ist es in der Regel zuléssig, sich bei
dem Studium der Einflussfunktionen auf den Nahbereich des Aufpunkts zu konzentrieren,
wie im Fall des Gerbertragers in Bild 17 a.

Wenn man allerdings die Gelenke in dem Gerbertrager von links nach rechts verriickt, dann
schaukelt sich die kinematische Kette auf, s. Bild 17 b, und das bedeutet, je weiter die
Last vom Lager entfernt ist, desto grofler wird die Lagerkraft! Also Vorsicht, wenn die Ein-
flussfunktionen Anteile von Starrkorperbewegungen (kinematische Ketten!) enthalten.

Dieser Effekt kann auch bei ganzen Rahmen auftreten, s. Bild 18. Sowohl die Einflussfunktion
fiir die Normalkraft, Bild 18 a, wie fiir das Biegemoment in dem linken Stiel, Bild 18 b, werden
umso grofler, je weiter man sich von dem Aufpunkt entfernt. Natiirlich ist dieses Beispiel
konstruiert, aber die Tatsache, dass es moglich ist ein solches Beispiel zu konstruieren, sollte
eine Warnung vor einem allzu naiven Umgang mit Einflussfunktionen sein.

e Ein FE-Ergebnis ist dann exakt, wenn die zugehorige Einflussfunktion auf dem Netz
exakt dargestellt werden kann.

e Praktisch reicht es aus, wenn die Einflussfunktion im Bereich der Last exakt ist.

e Exakte Einflussfunktionen kénnen in der Regel auf einem FE-Netz nicht dargestellt
werden. Es muss daher das Ziel einer FE-Berechnung sein, das Netz so auszubilden,
dass der Fehler in den gendherten Einflussfunktionen méglichst klein ist.

1.9 Singularititen

Wie geht man mit Singularitdten um? Zunéchst gilt: Singularitdten lassen sich nicht ver-
meiden. Singularitdten treten, wenn man der Elastizitdtstheorie glaubt, praktisch bei jeder
Scheibe und Platte auf. Selbst bei einer Kragscheibe werden zum Beispiel die Randspan-
nungen an der Einspannstelle oben und unten theoretisch unendlich gro. Wovon man aber
in der Praxis normalerweise nichts sieht, weil die Netze dafiir einfach zu grob sind. Andere
Singularitdten machen sich aber auch schon auf groben Netzen bemerkbar. Das sind die

A
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Singularitédten, die dem Ingenieur Schwierigkeiten machen.

Es hilft nicht, das Netz in der Ndhe der Singularitit zu verfeinern, weil dadurch nur die
Spannungen noch gréfler werden. Das einzige was hilft, ist, dass man statt Punkten Schnitte
betrachtet, also von Punktwerten zu integralen Werten wechselt. Das kann man sogar iiber-
zeugend begriinden.

Der Punkt A der Scheibe in Bild 19 ist ein solch singuldrer Punkt. Dort treten unter der
eingezeichneten Belastung Zugspannungen auf. Diese werden umso gréfer, je feiner man das
Netz in der Nahe der Ecke macht. Wenn man aber, statt der Spannung in der Ecke, die resul-
tierende Normalkraft in einem horizontalen Schnitt durch den Wandpfeiler betrachtet, dann
herrscht Ruhe. Die Normalkraft ist stabil, sie &ndert sich kaum, wenn das Netz verfeinert
wird. Fiir den Spannungsnachweis in der Ecke empfiehlt es sich also aus der Normalkraft
in dem Schnitt eine mittlere Spannung zu berechnen und diese dann zur Ecke hin um den
Faktor zwei (z.B.) zu erhohen.

Das Studium der Einflussfunktionen 16st das Rétsel auf. Die Einflussfunktion fiir die Span-
nung in der Ecke wird ja durch eine Versetzung des Eckpunktes in vertikaler Richtung er-
zeugt, was an sich schon schwierig zu modellieren ist. Weil nun aber die Spannung unendlich
grofl wird, muss diese Versetzung zu unendlich groflen Verschiebungen im Fufpunkt der Last
fithren! Die Versetzung in einem Punkt reifit praktisch die ganze Scheibe auseinander! Wie
soll das auf einem FE-Netz verniinftig dargestellt werden? Und wenn auch die Einflussfunk-
tion fiir die Ecke selbst "explodiert’, so diirfen doch die Einflussfunktion fiir die Spannungen
in den benachbarten Punkte die Scheibe nur fast auseinanderreiflen, weil die Spannungen ja
auch nur ’fast’ unendlich sind. Wie soll das gehen?

Die Einflussfunktion fiir die Normalkraft in dem Schnitt dagegen ist viel harmloser. Sie
entsteht, indem zunéchst der Schnitt gefiihrt wird und dann die beiden Schnittufer um ins-
gesamt eine Léngeneinheit nach oben und nach unten auseinander gedriickt werden. Und
das ist eine Bewegung, die schon auf groben Netzen sehr gut dargestellt werden kann, und
daher ist auf das FE-Ergebnis Verlass. Eine Verfeinerung des Netzes scheint da {iberfliissig.
Sie bringt, wie beobachtet ja auch nichts. Das Ergebnis ist von Anfang an stabil.

Singuldre Punkte erkennt man also daran, dass die Spannungen in Threr Ndhe sehr emp-
findlich auf Verédnderungen in der Maschenweite des Netzes reagieren. Die Spannungen in
solchen Punkten sind nur Momentaufnahmen, die fiir ein Netz 'richtig’ sind, die aber sofort
ins Laufen kommen, wenn man das Netz verfeinert.

Theoretisch sollte man ein Netz so lange verfeinern, bis es ausiteriert ist, d.h. bis sich
die Spannungen in den mafigebenden Punkten nicht mehr &ndern. Aber das ist natiirlich
Wunschdenken.

1.10 Oszillierende Lagerkrifte

Es gibt ein Phdnomen, das ganz eng mit den Singularitdten verbunden ist, und das sind os-
zillierende Lagerkréfte, wobei das auch oszillierende Einspannmomente sein kénnen. Immer
wenn die Lagerkréifte in einer Ecke oszillieren, es 'klemmt’, dann handelt es sich um eine
echte Singularitét, oder es liegt ein Fehler im FE-Modell vor.

e Yo d



v

| —11
S

Abbildung 21: Kragarm: Ein sehr ungleiches Netz. Die kleinen Elemente rechts kénnen den
groflen Fehler nicht mehr korrigieren, den sie von den vier Elementen links erben. Aber die
gegenseitigen Verschiebungen, 015 = 021, sind gleich gro8.

Ein typisches Beispiel sind die Auflagerkrifte in den stumpfen Ecken einer Trapezplatte,
siehe Bild 20. Der Rand ist eigentlich gelenkig gelagert, aber in der Ecke kommt es aufgrund
der beidseitigen, schriag verlaufenden gelenkigen Lager zu einer Einspannung 'im Punkt” und
darauf reagiert die Platte sehr allergisch. Nach der Elastizitdtstheorie werden die Auflager-
kréfte unendlich gro und damit wird das FE-Programm nicht fertig.

Eigentlich ist es die Kinematik mit der das FE-Programm nicht fertig wird, denn die oszil-
lierenden Lagerkrifte sind nur ein Echo der oszillierenden Einflussfunktionen, siehe Bild 20.
Die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft in der Ecke selbst (unteres Bild) wolbt sich nach un-
ten, die Lagerkraft ist also positiv, wihrend die Einflussfunktion fiir die Lagerkraft in einem
unmittelbar benachbarten Punkt (50 cm nach rechts) sich nach oben wolbt, die Lagerkraft
also negativ ist! Das weist darauf hin, dass durch die Einspannung in der Ecke die Kinematik
der Platte empfindlich gestort ist und das FE-Programm mit seinen beschriankten Mitteln
diese Kinematik nicht nachbilden kann.

Es gibt aber ein Beispiel, wo die Oszillationen in den Lagerkréiften sogar richtig sind und
das sind Wandenden. Wenn der Knoten vorne an der Wand nach unten geht, also die Ein-
flussfunktion fiir die Knotenkraft erzeugt wird, dann bildet sich vor der Wand eine relativ
grofle Senke aus, in die alles hineinféllt, was nur in der Nahe des Wandkopfs steht, wahrend
wenn sich der Knoten vor dem Wandende um eine Léngeneinheit absenkt, die Platte vor
dem Wandkopf nach oben geht, d.h. die Knotenkraft im riickwértigen Knoten wird ne-
gativ, wird eine Zugkraft. Auch hier dndert sich bei kurzem Abstand das Vorzeichen der
Einflussfunktion—nur dass es hier anschaulich klar ist, warum.

1.11 Pollution

Unter pollution (engl.) versteht man den Effekt, dass die Unschérfe in singuldren Punkten
die Genauigkeit auch noch in weit abliegenden Punkten negativ beeinflusst. Das ist sozusa-
gen die Gegenrede zu dem Argument, dass das Material kliiger sei als das Programm und
dass deswegen die singuldren Punkte bei einer FE Berechnung, was ihre Fernwirkung angeht,
vernachléssigt werden konnen.

Pollution kann man sich als drift der FE-Losung vorstellen, also als Abweichung zwischen
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exakte Einflussfunktion

FE-Einflussfunktion

Abbildung 22: Der drift (= Abweichung in den Knoten) der FE-Einflussfunktion (hier fur
04z) 18t mit einer der Griinde fiir den Fehler in den FE-Spannungen.

der FE-Losung und der exakten Losung in den Knoten. Wenn wir die FE-Losung in den
Knoten interpolieren kénnten, dann wére der drift null. Die FE-Losung verfehlt aber die
exakte Losung in den Knoten und diese Diskrepanz ist der drift.

Singulére Punkte verursachen Pollution. Sie tritt auch auf, wenn man die Elemente in ihrer
GroBe sehr ungleich wihlt. Angenommen man modelliert eine Kragscheibe auf den ersten
zwei Metern mit nur vier groffen Elementen und lésst diesen dann eine Serie von kleinen,
schmalen Elementen bis zum Ende der Kragscheibe folgen, s. Bild 21. Die kleinen Elemente
haben theoretisch eine hohe Prézision, aber numerisch konnen sie sich nie von dem Verschie-
bungsfehler, dem drift, erholen, der durch die groben Elemente am Anfang der Kragscheibe
in das Modell hineingetragen worden ist. Auch das ist pollution.

Pollution ist deswegen gefihrlich, weil man sie nicht sieht. Der Tragwerksplaner hat inzwi-
schen gelernt, dass Oszillationen in den Ergebnissen auf Fehler in dem FE-Modell hindeuten
und so hat er gar kein Arges, dass die Ergebnisse falsch sein konnten, wenn die Verlaufe
glatt sind. Bei der Kragscheibe ist es aber so, dass der Verschiebungsfehler, den die kleinen
Elemente von den vorderen groflen Elementen erben sich nur darin duflert, dass zu allen Kno-
tenverschiebungen konstante Werte dazu addiert werden (der drift). Wenn man von Knoten
zu Knoten geht ist es nahezu immer derselbe Wert, d.h. die pollution verrét sich nicht durch
Ostzillationen. Es ist ein systematischer, glatter Fehler.

Und weil die Einflussfunktionen ja auch Verformungsfiguren sind, wirkt sich ein drift der
Knoten auch auf sie negativ aus, das heifit das Programm unterschétzt oder iiberschétzt den
Einfluss der Belastung auf einen Bemessungsquerschnitt, s. Bild 22.

Pollution kann nur von dem FE-Programm selbst entdeckt werden, wenn es das Netz iiber-
priift und adaptiv verfeinert. Die Bedeutung der pollution fiir die praktische Arbeit halten
wir fiir gering. Man sollte zur Kenntnis nehmen, dass dieses Phénomen existiert. Mathe-
matiker konnen eindrucksvolle Beispiele fiir diesen Effekt produzieren, aber in der Regel ist
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es im Bauwesen so, dass die iibrigen Fehler, die man bei einer FE-Rechnung macht, einen
grofferen Einfluss auf die Genauigkeit der Ergebnisse haben.

1.12 Maxwell und die Folgen

Der Satz von Maxwell
012 = 091 (5)

besagt, dass bei einem Balken die gegenseitigen Verschiebungen zweier Einzelkréifte P = 1
gleich grof} sind. Dieser Satz gilt auch fiir die finiten Elemente, und es ergeben sich daraus
interessante Konsequenzen: Der Klang der Violine des Geigers auf dem Podium wird bei
dem Zuhorer in der letzten Reihe nur dann gut zu horen sein, wenn umgekehrt jeder Ton,
der in der letzten Reihe gespielt wird, mit derselben Qualitdt an das Ohr der Geigers dringt.

Angewandt auf die Kragscheibe in Bild 21 bedeutet dies: Eine Einzelkraft P, = 1 im Punkt
x; erzeugt im Punkt @, die gleiche Verschiebung, wie umgekehrt eine Einzelkraft P, = 1
im Punkt @, sie im Punkt @, verursacht. Auf Grund der Reziprozitéit, 615 = 91, leiden da-
her beide Lastfille unter dem groben Netz. Es niitzt nichts, das Netz nur rechts zu verfeinern.

Es reicht also z.B. nicht aus das Netz nur an der Einleitungsstelle der Spannkraft zu verfei-
nern, sondern man muss auch die Umgebungen der Bemessungsschnitte fein genug diskreti-
sieren, damit man ein sauberes Signal aus der Spannkraft erhélt.

Wobei man jetzt noch anmerken miisste, dass ja die ganze Ubertragungsstrecke zwischen
FuBpunkt der Last und Bemessungsschnitt hinreichend genau modelliert werden muss, da-
mit das Signal eine Chance hat sich korrekt auszubreiten. Und weil sich ja das Signal im
Konzertsaal iiber den ganzen Raum ausbreitet und das Signal somit aus allen Richtungen an
das Ohr des Zuhorers dringt, so muss auch das ganze Tragwerk theoretisch korrekt und fein
genug modelliert werden. Theoretisch, denn anders als ein Konzertsaal ist ja ein Hochhaus
kein einfacher Kubus, sondern es gleicht eher einem System von Béchen, Seen, Kanélen und
Schleusen und das Signal pflanzt sich ja bevorzugt lings den Haupttragrichtungen fort. Diese
muss man eigentlich finden und dann sauber modellieren.

1.13 Das wahre Tragwerksmodell

Fiir die Diskussion wird es hilfreich sein ein 'wahres’ Tragwerksmodell zu definieren. Wir
gehen davon aus, dass sich das wahre Tragwerk linear elastisch verhélt: Fine Verdoppelung
der Belastung eine Verdoppelung der Schnittgréfien und der Verformungen zur Folge hat.
Der Stahlbau diirfte diesem Ideal relativ nahe kommen. Im Massivbau geht man von einem
nichtlinearen o — e-Diagramm aus, aber diese Nichtlinearitdt kommt in der Praxis ja eigent-
lich nur bei der Bemessung in das Modell hinein. Vorher wird linear-elastisch gerechnet und
von daher sollten die folgenden Uberlegungen auch fiir den Massivbau gelten. Generell sind
wir der Meinung, dass es vorwiegend die Kinematik ist, also die ’groflen Effekte’, die den
Kréftefluss in einem Tragwerk bestimmt.

Unter dieser Annahme gibt es fiir jede Lagerkraft, fiir jede Spannung in einem Punkt, fiir

jede Verformung in einem Punkt, eine Einflussfunktion. Wir sagen ein Modell dieses Trag-
werkes ist dann exakt, wenn das Modell in der Lage ist, all diese Einflussfunktionen richtig
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Abbildung 23: Der Erfolg der Fachwerkanalogie beruht darauf, dass die Scheibe und das
Fachwerk dieselbe Kinematik aufweisen, a) die Scheibe; b) das Fachwerk; ¢) Einflussfunktion
fiir den Zuggurt; d) Einflussfunktion fiir den Diagonalstab.

wiederzugeben.

Daran lassen sich dann FE-Modelle messen: Wie gut gelingt es ihnen, die Einflussfunk-
tionen fiir die mafigebenden Schnittgroflen anzunidhern? Es sind aber zwei Fehler, die hier
zusammenkommen: Der Modellfehler und der numerische Fehler, nur der letztere ist dem
FE-Programm anzulasten.

Ein Biirohochhaus wird ja nicht als ganzes mit Volumenelementen nachgebaut, sondern es
wird in Stiele, Riegel, Deckenplatten und Wandscheiben zerlegt und die spezifischen Defekte
dieser Modelle erbt das FE-Gesamtmodell des Tragwerks.

Bevor ein FE-Programm seine Fehler macht, macht also schon der Tragwerksplaner—bewusst—
Fehler. Diese Modellreduktion geht mit einer Mittelung der Schnittgréfien einher. Statt Span-
nungen in einem Punkt betrachtet er das resultierende Moment oder die resultierende Quer-
kraft als mafSigebende Gréfle in einem Schnitt und er errechnet erst spéter wieder aus diesen
Schnittgroflen die Spannungen in einzelnen Punkten des Querschnitts.

Gesetzt, dass

e Werte im eigentlichen Sinne sich immer nur auf einen Punkt beziehen, Spannungen in
einem Punkt, Verschiebungen in einem Punkt

e der Raum dreidimensional ist und somit die Einflussfunktion fiir die Punktwerte eine
dreidimensionale Erstreckung im Raum hat

so folgt, dass nur, wenn ein FE-Programm diese dreidimensionale Einflussfunktion exakt
nachbilden kann, der Wert in einem Punkt exakt sein kann (von gliicklichen Zuféllen abge-
sehen).
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Theoretisch wire es denkbar, dass sich der beim Ubergang von dem 3-D Modell auf das 2-
D-Modell gemachte Modellfehler bei der Riickrechnung vom Schnitt auf den Punkt, also der
Spannungsberechnung aus dem Moment, wieder eliminieren liele, aber diese Kette ist nicht
durchgingig intakt, sondern unterwegs werden Annahmen getroffen, die die Riickrechnung
unmoglich machen. Anders gesagt: unabhéngig von jedem FE-Programm sind die Spannun-
gen, die auf einem 2-D Modell beruhen in der Regel nur Niherung.

Die inhédrente Schwiche dieser Reduktionsverfahren wird bei der Analyse von rdumlichen
Stabtragwerken sichtbar, weil dann die Programmautoren dazu gezwungen sind, ein Ersatz-
modell auf das andere zu tiirmen.

Fiir sich alleine genommen koénnen die Biegespannungen und die Schubverformungen des
ebenen Trigers auf ein entkoppeltes System von einfachen Differenzialgleichungen zuriick-
gefithrt werden. Der Querschnitt in einem rédumlichen Rahmen wird aber gleichzeitig um
zwei Achsen gebogen, tordiert, verwolbt und verdrillt und kein Effekt ist von dem ande-
ren isoliert. Daher ist es schwer vorstellbar, dass die so berechneten Spannungen denselben
Wert haben wie in dem echten 3-D Modell. Von daher ist man geneigt, die Ermittlung der
exakten Spannungen in den Bemessungsschnitten von Stahlprofilen als die Konigsdisziplin
zu betrachten. Nicht weil Stabstatik so schwierig ist, sondern weil hier ein Modell auf das
andere getiirmt wird: Aus 3-D wird 2-D und daraus schliellich 1-D. In 1-D wird gerechnet,
werden die Differentialgleichungen gelost, und das wird dann wieder in 3-D zuriick gerechnet.

Dazu kommt, dass man Anschliisse, die aus mehreren Profilen zusammengesetzt sind, nicht
in jedem Detail mit finiten Elemente nachbauen kann. Aber dies kann, wegen des Aufwandes
immer nur unabhéngig von dem Rest des Tragwerkes geschehen und somit ist der Effekt, den
man eigentlich und modellieren will, der Ubergang vom Feld in das Lager gar nicht fassbar.

Wesentlich bei jeder Modellreduktion ist, dass die charakteristische Kinematik erhalten
bleibt. Darauf beruht ja der Erfolg der Fachwerkanalogie, s. Bild 23.

1.14 Ist 3-D genauer als 2-D?

Zunachst ist man geneigt zu sagen: Ja. Die 2-D Statik ist ja im Grunde eine Statik am
Ersatzsystem, weil die einzelne Wand und der aus dem Tragwerk herausgeloste Unterzug
nichts von den anschliefenden Bauteilen wissen und meist starr gelagert gerechnet werden.
Theoretisch sollten daher die Standsicherheitsnachweise mit dem Trend zur 3-D-Statik an
Qualitat gewinnen.

Praktisch ist es jedoch so, dass bei der Behandlung eines Tragwerkes als ganzem die Sorg-
falt fiir das Detail verloren geht. Bei der 2-D Statik widmet man sich jedem Tragwerksteile
einzelnen sehr detailliert und sehr aufmerksam und der Tragwerksplaner muss ein Verstand-
nis fiir das Tragverhalten des ganzen Gebédudes haben, um die Lasten, die auf das einzelne
Bauteil wirken, richtig anzusetzen. Bei der Statik am Gesamtmodell ist das theoretisch nicht
notig und so iibersiecht man leicht, dass die Entstehungsgeschichte eines Tragwerkes einen
wesentlichen Einfluss auf die Statik des Tragwerkes hat, s. Bild 24.

Es ist natiirlich verlockend, von einer Software zu traumen, die auf Knopfdruck automatisch
die ganze Statik vom First bis zum den Fundamenten erstellt. Aber dann braucht man auch

keinen Statiker mehr...
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Abbildung 24: Bei einer Untersuchung am Gesamttragwerk fithren die unteschiedlichen Stei-
figkeiten der Stiitzen und des Kerns zu negativen Feldmomenten in den Deckenplatten, die so
nicht auftreten, weil bei der Erstellung des Gebdudes Differenzsetzungen aus Eigengewicht
(teilweise) ausgeglichen werden.

Wir wollen einmal die These wagen, dass der Ingenieur dem Tragwerk seine Seele leihen
muss. Das scheint uns, so merkwiirdig es auch klingen mag, die primére Aufgabe das Trag-
werkplaners zu sein. Er muss eine Idee von den Tragwerk haben, er muss ein Verstédndnis fiir
das Tragverhalten entwickeln und dann erst kann er darangehen die Standsicherheit eines
Gebéudes nachzuweisen. Wenn er das nicht hat, wenn ihm das fehlt, dann ist die Statik
eigentlich wertlos. Wie will er dann die Ergebnisse des Computers kontrollieren? Es geht
ihm dann so wie dem Tragwerksplaner, der einen ganzen Gebidudeblock in den Rechner gab,
und am Schluss gestand: Er wusste nicht mehr wohin die Kréfte laufen...

Wenn sich daher die Tendenz zur 3-D-Statik verstérken sollte, dann ist es unbedingt nétig,
dass die Transparenz der Computerstatik im gleichen Mafle zunimmt. Dann miissen Kon-
trollmechanismen her, dann miissen visuelle Hilfsmittel her, die es dem Tragwerksplaner
ermoglichen das Tragverhalten nachzuspielen und ihn so befdhigen, die Giiltigkeit der Er-
gebnisse zu beurteilen.

Der Computer und die zunehmende Komplexitdt der Normen haben dazu gefiihrt, dass die
Statik mehr und mehr zu einem Blindflug wird. Die Uberlagerung der Lastfille benotigt heu-
te ein vielfaches der Zeit die die FE-Berechnung in Anspruch nimmt. Und wer weify am Ende
der Uberlagerung noch, wo die Werte herkommen? Wenn sich die 3-D Statik nicht durch-
setzt, dann wahrscheinlich deswegen, weil die Ermittlung der mafigebenden Schnittkréfte in
den Bemessungsschnitten bei einer Statik am Gesamtmodell unzumutbar lange dauert.

Vor dem Computer sitzt ein (junger) Ingenieur und wenn denn die Schreckensmeldungen der
Priifingenieure nicht {ibertrieben sind, dann ist es heute anders wie frither: Der Computer
muss dem Anwender die Statik beibringen und nicht umgekehrt...
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Abbildung 25: Einflussfunktion fiir o,, und fiir N, [§]

Der junge unerfahrene Ingenieur wird mit viel Sorgfalt versuchen, jedes Detail nachzubilden,
jeden Anschluss, jedes Knotenblech und wird dann doch fiir seine Miihen eventuell schlecht
belohnt, wenn dann Singularitdten zu so merkwiirdigen Ergebnissen fiihren, die er sich gar
nicht erkldren kann. Er hat doch eigentlich alles richtig gemacht...

Die Ausbildung der Bauingenieure muss deren Tauglichkeit fiir den Einsatz im Ingenieurbiiro
und in der Baufirma sicherstellen. Und dazu gehort primér, dass der junge Ingenieur ein
Gefiihl fiir das Tragverhalten von Bauteilen und Bauteilgruppen erwirbt. Bei einer FE-
Rechnung, die immer eine Diskretisierung notwendig macht, werden von unerfahrenen An-
wendern auch ganz nebenséchliche, untergeordnete Teile eines Tragwerks mitberechnet, weil
die Kenntnis fiir die Hauptragwirkungen fehlt.

In den riesigen Zahlenmengen einer FE-Berechnung die richtigen Gréflen zu finden, setzt
die Kenntnis des Tragverhaltens voraus. Die ldsst sich aber nicht durch die Diskretisierung
vermitteln, sondern durch Handrechnung von einfachen Modellen unterstiitzt u.U. mit Ta-
bellen. Die genaue baustatischen Berechnung bis auf kleine Fehler von wenigen Promillen
kann dann mit den finiten Elementen im Nachhinein erfolgen, wenn man vorher (!) weif},
was ungefahr herauskommen muss.

1.15 Hierarchie der Werte

e Der einzige Wert, der bei einer FE-Berechnung garantiert exakt ist, ist die Summe V.

Einfach weil die Einflussfunktion fiir die Summe V' eine einfache Translation des Tragwerks
ist, s. Bild 25 b. Und ein solches Anheben oder Senken des ganzen Tragwerkes um eine
Langeneinheit kann man schon auf dem grobsten Netz exakt darstellen. Es ist die einfachste
mogliche Einflussfunktion. Dagegen ist die FE-Einflussfunktion fiir die Spannung o, in ei-
nem einzelnen Punkt der Lagerfuge, s. Bild 25 a, wahrscheinlich immer nur eine Néherung,
weil man die Auswirkungen einer solchen Spreizung auf einem FE-Netz nur schwer richtig
darstellen kann.

Die Genauigkeit der Ergebnisse staffelt sich also danach, wie schwierig es fiir das FE-

Programm ist, auf dem Netz die Einflussfunktionen fiir diese Gréflen zu approximieren.
Und wie natiirlich gewinnen dabei die integralen Werte gegeniiber den Punktwerten.
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In der Hierarchie ganz oben stehen die Durchbiegungen und die Stiitzenkrifte, weil die Ein-
flussfunktionen fiir diese Groflen einfache 'Dellen’ sind. Als néchstes kommen die Momen-
te, weil auch deren Einflussfunktionen bzw. Einflussflachen von Monopolen erzeugt werden
(s.0.). Auch sie summieren, auch sie integrieren. Sie addieren einfach nur alles auf, was an
Belastung in der Nidhe des Aufpunktes steht.

Dagegen haben die Einflussfunktionen fiir Spannungen und Querkréfte ein echtes handicap
weil ihre Einflussfunktionen Scherbewegungen sind, deren beide peaks bis +o0o reichen. Das
macht es fiir ein FE-Programm schwierig, die exakten Spannungen und Querkréfte zu er-
mitteln.

Nun koénnte man einwenden, dass in der Stabstatik die FE-Ergebnisse alle exakt sind, also
auf mehr als die Summe V' Verlass ist. Aber man darf dabei nicht vergessen, dass die Stab-
statik ja schon eine Reduktion des 3-D-Tragwerks ist und die eigentliche Frage daher ist, wie
gut die 1-D-Einflussfunktion plus der nachgeschalteten technischen Biegetheorie die 3-D-
Einflussfunktion fiir die Spannung o,, in einem Querschnittspunkt eines I-Profils annédhern
kann?

Fiihren die Schritte
e Reduktion des Tragwerkes auf einen ebenen Rahmen
e Aufstellen der Einflussfunktion fiir das Moment M im Schnitt
e Auswertung der Einflussfunktion
e Berechnung der Normalspannung o,, im Rahmen der technischen Biegelehre aus M

auf dieselbe Spannung o,, wie die direkte Auswertung der 3-D-Einflussfunktion?

Streng genommen muss die FE-Einflussfunktion auch nur im FuSpunkt der Last den richti-
gen Wert hat. Das dazwischen ist nicht wichtig, es z&hlt nicht. Das erklért, warum es selbst
auf groben Netzen immer Punkte gibt, in denen die Ergebnisse richtig sind.

Bei Flachenlasten, wie etwa dem Eigengewicht, wird ja zur Auswertung der Einflussfunktion,
etwa fiir eine Lagerkraft A ein Integral gebildet

A= /Q n(z)p(z) dO (6)

und wenn sich der Fehler in der FE-Einflussfunktion n(a) im Mittel authebt, dann ist die
Lagerkraft exakt.

1.16 Zahlenglidubigkeit

Der Ingenieur will Ergebnisse haben. Thn interessiert das maximale Moment in Feldmitte,
die maximale Querkraft rechts vom Auflager, etc.. All das sind Punktwerte, Werte in einem
Punkt. Der Mathematiker wiirde sagen, das sind Punktfunktionale.

Nun kontrastiert diese Schérfe im Ergebnis mit der Tatsache, dass die Methode der Finiten
Elemente ein Energieverfahren ist. Sie findet den Lastfall p,, der dem Originallastfall am
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Abbildung 26: Die Einflussfunktion fiir die Querkraft wird durch eine Scherbewegung des
Aufpunkts ausgelost. Die Gestaltung der Diskontinuitétsbereiche ist entscheidend dafiir, wie
diese Bewegung iiber das Tragwerk lduft und damit entscheidend dafiir, was davon im Kraft-
angriffspunkt ankommt, d.h. wie grof der Einfluss der Kraft auf die Querkraft ist.

nichsten kommt, dadurch, dass sie die potentielle Energie des Tragwerkes minimiert?. Der
Wettbewerb wird also auf Grund einer Zahl entschieden. Und dann will man, wenn man
diesen Ersatzlastfall gefunden hat, genau wissen, wie grofl die maximalen Spannungen oder
Verschiebungen in allen Punkten der Scheibe ist. Das passt scheinbar nicht zusammen.

Dies soll die Einleitung zu der Bemerkung sein, dass es im Grunde miifig ist {iber einzelne
Zahlen, iiber Werte in einzelnen Punkten, bei einer FE-Berechnung zu streiten. Wenn der
Algorithmus das Gesamtsystem im Auge hat, und dieses dann noch auf eine Zahl reduziert,
kann man sich schon fragen, welche Genauigkeit ein einzelner Wert hat.

Dagegen kann man natiirlich einwenden, dass das FE-Programm ja nicht nur einen Wurf tut,
also nur einmal an den Tragwerk wackelt, sondern dass es sehr, sehr viele Tests fihrt, dass
es mit sehr, sehr viel virtuellen Verriickungen an dem Tragwerken wackelt und so danach
strebt, dass der FE-Lastfall dem Original Lastfall méglichst nahe kommt. Hinter der einen
Zahl stecken also sehr viele Wiirfe.

Es ist sicherlich auch miiflig, iiber einzelne Momentenwerte oder Querkraftwerte zu streiten,
aber wenn in zehn oder zwanzig Punkten die Abweichungen gegeniiber einer Kontrollberech-
nung signifikant sind, dann ist das schon auffillig.

Auch gilt, dass man bei dem Vergleich einzelner Werte abstufen muss. So ist zum Beispiel
die Summe der Lagerkréfte immer exakt, gleichgiiltig wie grob das FE-Netz ist. Es ist aber

2Eigentlich wird die potentielle Energie, oder genauer ihr Betrag, maximiert. Nur weil die potentielle
Energie in der Gleichgewichtslage negativ ist, spricht man immer von einem Minimum. Wenn man links vom
Nullpunkt ist, gewinnt der, der weiter weg vom Nullpunkt ist, also kleiner als alle anderen. Aber betragsméflig
ist es der grofite Wert.
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Abbildung 27: Je weiter das Tragwerk auskragt, desto fehleranfilliger werden FE-Ergebnisse.

auch der einzige Wert, der immer exakt ist. Die integralen Lagerkréafte kommen diesem Ideal
relativ nahe, weil deren Einflussfunktionen sich schon auf groben Netzen gut annédhern las-
sen. Insbesondere die Normalkréfte in Stiitzen sind deswegen sehr genau.

Auch die Normalkraft oder die Querkraft in einem langeren Schnitt durch eine Scheibe sollten
wenig Anlass zu Zweifeln geben. Auch hier ist das Argument wieder, dass die Einflussfunk-
tionen fiir solche integralen Grofien leicht zu approximieren sind.

Fiir alle anderen Punktwerte gelten aber die Bemerkungen, die wir oben gemacht haben.
Je hoher die Ableitungen sind, die in einem Punkt berechnet werden sollen, Spannungen,
Momente und Querkréfte sind ja Ableitungen der Verschiebungen, desto ungenauer sind
die Punktwerte. Am kritischsten sind die Querkrifte und die Spannungen, weil ihre Ein-
flussfunktionen Scherbewegungen sind, sie also differenzieren. Und man weif}, wie schwierig
es ist, numerisch zu differenzieren.

1.17 Biege- und Diskontinuitatsbereiche

Bei der Bemessung von Tragwerken unterscheidet man heute zwischen Biegebereichen und
sogenannten Diskontinuitdsbereichen. In Biegebereichen gilt ndherungweise die Balkentheo-
rie wihrend sich in den Diskontinuitdatsbereichen ein Spannungszustand einstellt, der nur
durch komplexere Modelle (2-D Scheibenstatik) erfasst werden kann.

Urspriinglich wurde diese Unterscheidung eingefiihrt, um den Dehnungs- und Spannungszu-
stand in einem Querschnitt zu charakterisieren. Viele Ingenieure interpretieren dies mittler-
weile so, dass sie meinen, dass in Biegebereichen die Schnittkrifte einer FE-Statik korrekt
sind und nur die Ergebnisse in Diskontinuitétsbereiche mit Vorsicht zu betrachten seien.
Aber dies ist eine irrige Meinung: Auch die Schnittkréifte in Biegebereichen kénnen falsch
sein.

Man iiberzeugt sich davon leicht, wenn man das Bild 26 betrachtet. Der Einfluss, den die
Last im linken Stiel auf die Querkraft im Aufpunkt rechts hat, hangt davon ab, wie grof die
horizontale Verschiebung des Lastangriffpunktes ist, wenn man den Aufpunkt spreizt (Quer-
kraftgelenk mit Versatz von Eins). Diese Bewegung durchlduft mehrere Diskontinuitétsbe-
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Abbildung 28: Fehleranfilligkeit bei auskragenden Bauteilen a) Exakte und gendherte Ein-
flussfunktion fiir Feldmoment b) Moment M der exakten Einflussfunktion ¢) Moment aus
der Hilfsgrofe P = 1

reiche. Wenn diese Bereiche nicht richtig modelliert werden, dann kommt im Fulpunkt zu
wenig oder zu viel von der Spreizung an und dann ist auch die Querkraft falsch, obwohl sie
in einem Biegebereich liegt.

Das ist im Grunde das Problem, das wir oben schon angesprochen haben, ndmlich dass
die ganze Strecke zwischen dem Fulpunkt der Wanderlast und dem Aufpunkt korrekt mo-
delliert werden muss. Vereinfachungen am Tragwerksmodell, das Weglassen von gewissen
Teilen, starre statt drehelastische Einspannung, etc. all diese Mainahmen miissen in diesem
Licht gepriift werden: Verfilschen sie die Fortpflanzung der Einflussfunktionen oder sind die
unvermeidbaren Fehler vernachléssigbar?

1.18 Auskragende Bauteile

Eine direkte Konsequenz dieser Uberlegungen ist, dass Ergebnisse in weit auskragenden
Bauteilen, wie etwa der Kragscheibe in Bild 27, mit Vorsicht zu betrachten sind. Dies liegt
daran, dass die Einflussfunktionen fiir die Schnittkréafte in solchen Bauteilen—vor allem fiir
die Anschlusskrafte—relativ fehleranfillig sind.

Angenommen, die Einflussfunktion fiir das Feldmoment im 2. Feld des Trigers in Bild 28
wird nicht richtig berechnet. In dem betreffenden Feld sind die Abweichungen noch klein,
aber im Kragtriager sind sie nicht mehr zu iibersehen und je ldnger der Kragtréger ist, desto
groffer werden die Abweichungen, die aus dem scheinbar kleinen Fehler entstehen.

Dies gilt nicht nur fiir auskragende Bauteile, sondern auch fiir Teile eines Tragwerkes, die
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sehr weich aufgehdngt sind. Denn der Einfluss der Wanderlast auf das Moment, die Querkraft
oder die Normalkraft im Aufpunkt hingt davon ab, was aufgrund der Spreizung des Gelen-
kes im Fuflpunktes Wanderlast ankommt. Und wenn die Wanderlast in einem sehr weich
aufgehédngten Bereich steht dann kénnen kleine Steifigkeitsdnderungen grofie Schwankun-
gen dieses Wertes zur Folge haben und das bedeutet, dass sich der Einfluss der Wanderlast
schlecht abschétzen ldsst. Dann ist Vorsicht geboten.

1.19 Lagerkrifte

Die Lagerkrifte sind, zusammen mit den Durchbiegungen, die Werte, die ein FE-Programm
am genauesten ermitteln kann, weil die Einflussfunktionen fiir die Knotenkréfte eine einfache
Gestalt haben. Es sind Dellen oder Kuhlen, die dadurch entstehen, dass der Knoten um eine
Langeneinheit abgesenkt wird. Genau genommen wird nicht der Knoten um eins abgesenkt,
sondern

e cs wird zwischen dem Knoten und seinem Widerlager ein Schnitt gefiihrt

e es werden die beiden Schnittufer um eine Langeneinheit aneinander vorbei bewegt: der
Knoten nach unten, das Widerlager nach oben.

Wenn das Widerlager fest ist (starres Lager), dann muss die Eins, die Bewegung ganz von
dem Knoten aufgebracht werden, die Platte senkt sich um Eins ab. Wenn das Lager elastisch
ist (Feder), dann ldsst sich die Feder nach oben ziehen und um das gleich Mafl muss sich
die Platte weniger nach unten bewegen, die Einflussfliche fiir die Lagerkraft verlauft flacher.
Im Extremfall, bei einer sehr weichen Feder, wird die Eins alleine von der Feder aufgebracht
und die Platte riithrt sich gar nicht, das heifit die Einflussfliche fiir die Lagerkraft ist null.
Die Feder entzieht sich dem Lastabtrag.

Wenn man sich dieses Bild vor Augen hélt, dann versteht man auch, warum bei eine starren
Lagerung einer Decke auf einer Wand die Lagerkréfte an freien Wandenden zu Oszillationen
neigen, und die Lagerkraft in dem vorderste Knoten immer den grofiten Wert hat, s. Bild
29. Einfach weil die Kuhle, die entsteht, wenn man den vordersten Knoten um Eins absenkt
(= Einflussfunktion fiir die Knotenkraft), von maximaler Grofle ist.

Und wenn man den dahinter liegenden Knoten um Eins nach unten driickt, dann geht der
Teil der Platte vor dem Wandende nach oben (= negative Durchbiegungen) und das heifit,
dass die Knotenkraft die Platte nach unten ziehen muss: Die Knotenkraft ist negativ. So
kommen die Osrzillationen in den Knotenkrifte zustande und wéhrend sie sonst auf Singu-
laritdten oder andere Unstimmigkeiten hinweisen, ist ihr Auftreten hier durch die Statik
erkldrbar und ganz natiirlich.

Wenn man die starre Lagerung durch Mauerwerkswinde ersetzt, wie in Bild 29, dann ver-
schwinden die Oszillationen, weil dann die Absenkung eines Knotens immer auch zu Absen-
kungen der Nachbarknoten fithren und so die krassen Vorzeichenwechsel in den Stiitzkréaften
verschwinden.

Der Vollstédndigkeit halber soll sei noch erwéhnt, das bei einer FE-Analyse die geometri-
schen Lagerbedingungen exakt erfiillt werden, aber die statischen Lagerbedingungen nur
ndherungsweise. Der gelenkig gelagerte Rand einer Platte ist also nicht exakt momentenfrei,
sondern nur im energetischen Mittel, im Sinne des Prinzips der virtuellen Arbeiten.
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Abbildung 29: Lagerkriifte einer Platte (8m x 8 m) im LF g = 9 kN/m?; der rechte Rand ist
frei. a) Starre Lager, b) Lagerung auf Mauerwerk

1.20 Lagersteifigkeiten

Alle tragenden Teile sollten mit ihrer wahren Steifigkeit modelliert werden. Das gilt ins-
besondere fiir Wénde, Stiitzen und Unterziige. Zum einen erhélt man nur auf diese Weise
realistische Bemessungsgréfien auf der anderen Seite hilft nichts besser Singularitéiten in
Lagerkriften oder Spannungen abzubauen, als der Entschluss Lager mit ihrer natiirlichen
Nachgiebigkeit zu erfassen.

Steife Lager ziehen die Kréfte an, weil die Einflussfunktionen mit wachsender Steifigkeit
fiilliger’ werden, wie man in Bild 30 sieht.

Wenn man die Lagerkrifte iiberschligig mit einer Lastflichenmethode kontrolliert, dann

Abbildung 30: Einflussfunktionen fiir die linke Lagerkraft im Vergleich: a) Volleinspannung
b) gelenkige Lagerung
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Abbildung 31: Wohnhausdecke a) System und Belastung b) Elementlasten c¢) Krifte auf
den Elementkanten, im Bereich der Wéande sind diese Kréfte die Lagerkréfte

rechnet man im Prinzip mit starren Lagern, was ja nicht der Wirklichkeit entspricht. Zudem
haftet der Einteilung einer Decke in Lastflichen eine gewisse Willkiir an.

Gerade Lagerkrifte berechnen FE-Programme relativ genau. Das folgt aus der Theorie,
weil die Einflussfunktionen fiir Lagerkréfte eine einfache Gestalt haben und schon auf re-
lativ groben Netzen gut angenihert werden, so dass in der Regel wenig Anlass besteht die
FE-Lagerkrafte anzuzweifeln. Sie diirften, krasse Bedienungsfehler ausgeschlossen, immer
genauer sein, als Ergebnisse, die mit Lastflichenmethoden oder d&hnlichem erzielt wurden.

1.21 Ausrunden der Momente?

Bei Balken ist es sicherlich sinnvoll, das Stiitzenmoment iiber den Wanden auszurunden. Ob
das aber bei einer Plattenberechnung mit finiten Elementen noch gelten kann, ist doch zwei-
felhaft, denn in einem FE-Modell liegt eine Platte nicht auf einem scharfen Linienlager auf,
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Abbildung 32: In der Néahe eines Punktlagers sind die Kraftlinien so eng gepackt, dass das
Material anfingt zu flieen. Deswegen kann man eine Scheibe nicht auf ein Punktlager stellen.
Und deswegen bringen auch Einzelkrifte (Knotenkrifte) die Scheibe zum flieBen. Wenn ein
FE-Programm wirklich mit Knotenkraften rechnen wiirde, dann wéren alle Knoten vom
Bildschirm verschwunden. Wenn die Belastung jedoch iiber eine kurze Lénge verteilt wird,
dann entschérft sich die Situation, die Kraftlinien sind nicht mehr so eng gepackt und das
Material widersteht (theoretisch) den hohen Spannungen.

sondern sie ist eher weich gebettet, weil es eigentlich eine ganze "Wolke” von Stiitzkréften
ist, vor allem eben Flachenkrifte, die die Platte trdgt. Formal sieht das so aus, sind die
Knotenkréfte, die der Anwender auf den Bildschirm sieht, auch der Wolke dquivalent, aber
ob man deswegen ausrunden darf oder ausrunden sollte?

In Bild 31 wird dies beispielhaft an einer Wohnhausdecke iiber zwei Innenwénden, die mit ei-
ner Gleichlast belastet ist, gezeigt. Dargestellt ist der Lastfall, den das FE-Programm wirklich
gerechnet hat. Lings den Elementkanten driicken in ihrer Hohe verdnderliche Linienkréfte
die Platte nach unten. Im Bereich der beiden Innenwénde drehen diese Linienkréfte jedoch
ihr Vorzeichen um (!) und stiitzen die Platte. In dem Plot wird kein Unterschied gemacht
zwischen Lasten und Lagerkréiften. Es ist alles eingetragen worden, was auf die Platte driickt
bzw. die Platte stiitzt. Die Platte liegt also auch noch, so muss man die Verteilung der Kréfte
interpretieren, links und rechts und unterhalb und oberhalb von den zwei Innenwénden auf
imagindren Luftkissen auf. Eine echte Schneidenlagerung stellt man sich nun doch anders
Vor.

1.22 Lagerkrifte von Scheiben

Mathematisch ist ein Punkt ein Kreis K, mit Radius r gleich Null und damit auch mit
dem Umfang Null. Zieht man immer kleinere Kreise K., r — 0, um eine Punktlast P = 1,
dann miissen also die Spannungen o gegen Unendlich gehen, weil nur so bei schrumpfenden
Umfang U = 27 r das Integral der Spannungen der Kraft das Gleichgewicht halten kann

2 2

lim [ ods=lim ordy =lim —#dg&zl. (7)
r—0 K, r—0 0 r—0 0 271'7);

Die Spannungen o miissen sich also verhalten wie 1/r. Dies bedeutet aber, dass das Material
der Scheibe plastifiziert und zu flielen anfangt, s. Bild 32. Man kann mathematisch zeigen,
dass eine Einzelkraft den Angriffspunkt bis in den Punkt co verschiebt. Alle Punktlager einer
Scheibe miissten also vom Bildschirm verschwunden sein, wenn ein FE-Programm wirklich
Knoten als Punktlager rechnen wiirde.
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Abbildung 33: Wie es wirklich aussieht, wenn man eine Scheibe mit einer Einzelkraft
belastet. a) Die Knotenkraft b) wird vom FE-Programm durch eine Schar von Linien-
kréaften ldngst den Elementkanten und Flachenkrédften in den Elementen angenédhert. Ein
FE-Scheibenprogramm kann keine Einzelkréifte rechnen.

e Man kann eine Scheibe nicht in einem Punkt festhalten.

Das sagt die Elastizitédtstheorie. Man kann auch einer Scheibe keine Verschiebung in einem
Punkt vorschreiben. Das tut man ja theoretisch, wenn man einen Knoten festhélt.

Punktlager wie auch Knotenkréfte sind also eine Fiktion. Der Ingenieur setzt zwar eine ge-
wisse Kraft in einen Knoten, aber das Lastbild, das von einem Scheibenprogramm erzeugt
wird, ist ein ganz anderes, s. Bild 33.

Dasselbe gilt hinsichtlich der Punktlager. In einem festgehaltenen Punkt wird keine Einzel-
kraft eingeleitet, sondern es ist eine ganze Wolke von Fléachenkriften und Linienkréften, die
die Scheibe in der Ndhe des Punktes stiitzen. Dies sieht man, wenn man sich einmal den
FE-Lastfall p, bei einer solchen Lagerung auf dem Bildschirm darstellen l&sst.

e Man darf mit Punktlagern rechnen.

Natiirlich darf man mit festgehaltenen Knoten, mit Punktlagern, rechnen, nur muss man
sich dann iiber den Néherungscharakter im klaren sein.

Weil man nach der Elastizitdatstheorie einer Scheibe eine Verschiebung langs einer Linie, wie
einer Lagerkante, vorschreiben kann, ist es im iibrigen vollig legitim, wenn man mehrere
Knoten in einer Reihe festhilt.

Es ist bekannt, dass Scheiben sehr empfindlich auf die Steifigkeiten der Lager reagieren,
daher ist es wichtig die Steifigkeiten korrekt zu erfassen. Dies sieht man sehr schon an der
Scheibe in Bild (34). Bei steifen Lagern bilden sich kleine Druckbégen zwischen den Lagern
aus und die Verteilung der Lagerkréfte dhnelt einem Durchlauftriger, s. Bild 34 a, wahrend
weiche Lager zu einer Erhchung der &ufleren Lagerkrifte gegeniiber den inneren Lagerkréften
fithren.
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Abbildung 34: Einfluss der Lagersteifigkeit: a) starres Lager, b) Spannungen o,,, ¢) Mau-

erwerk als Lager, d) Spannungen o, kN/m?
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Abbildung 35: Wie sich das positive Feldmoment zu einem negativen Stiitzmoment ent-
wickelt, versteht man, wenn man verfolgt, wie sich die—eigentlich immer gleich bleibende—
Einflussfunktion zur Stiitze hin auftiirmt.
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Abbildung 36: Wie die Einflussfunktion fir V'(z) iiber den Tréager wandert
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Abbildung 37: Stiitzenkopfverstirkung: a) Biegemomente m,, lings der Mittelachse, b)
Biegemomente m,,. In einem vertikalen Schnitt wire m,, stetig und m,, wiirde springen
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1.23 Stiitzen

Wiirde man eine Rundstiitze als Punktstiitze (Radius r» = 0) modellieren, dann wiirden die
Stiitzmomente unendlich grofl werden. Weil sich die Stiitzenkraft jedoch iiber eine gewisse
Fliche A ausbreitet, kommt es nicht zu diesen extremen Spitzen, sondern das Biegemoment
ist vielmehr ausgerundet.

Es bleibt jedoch ein starker Anstieg des Moments zur Stiitze hin. Warum dieser Anstieg so
stark ist, versteht man, wenn man das Bild 35 betrachtet; es ist sozusagen die gekriimmte
Einflussfunktion, die sich iiber die Stiitze hochschiebt und so stark auftiirmt.

Dieser starke Anstieg ist der Grund, warum die Stiitzenanschnittsmomente sich so schlecht
berechnen lassen. In der Literatur sind viele Vorschlédge gemacht worden, wie man durch Ein-
griffe in die Modellierung der Stiitze zu "besseren’, d.h. genaueren Ergebnissen kommen kann.

Wir halten es jedoch fiir ausreichend, dass
1. Die Steifigkeiten aller tragenden Teile einer Platte korrekt modelliert werden
2. Das FE-Netz zur Stiitze hin verfeinert wird.

Die letztere Mafinahme zielt auf eine bessere Darstellung der Anschnittsmomente, nicht der
Lagerkraft in der Stiitze. Die Lagerkraft ist auch ohne diese Mafinahme schon relativ genau.

Eine gute Orientierung bietet die Streifenmethode, die z.B. in dem Heft 240 des Deutschen
Ausschuss fiir Stahlbeton abgedruckt ist. Bei Vergleichsrechnungen zeigte sich immer eine
gute Ubereinstimmung.

Man beachte, dass bei Stiitzenkopfverstarkungen jeweils eines der beiden Momente m,, und
my, springt, s. Bild 37.

1.24 Unterziige

Solange es keine FE-Programme gab, hat man meist Unterziige als starre Lager gerechnet.
Jetzt da man mit FE-Programmen die Steifigkeiten realistisch erfassen kann, ist man er-
staunt, wie wenig die Unterziige im Vergleich zur Platte tragen. Obwohl es eigentlich klar
ist, dass eine Deckenplatte wesentlich steifer ist, als ein Unterzug, der 20 cm oder 30 ¢cm aus
der Decke ragt, s. Bild 38.

Insbesondere gilt diese fiir die versteckten Unterziige. Diese bringen fiir das Tragverhalten
einer Decke fast nichts.

Weil Unterziige im Vergleich mit einer Platte relativ weich sind, ist es auch nicht so entschei-
dend, wie man nun den Unterzug modelliert:

e Platte und Balken als Faltwerk (auch Schalenmodell genannt)
e Platte als Faltwerk, Unterzug als exzentrischer Balken oder Platte
e Platte als Platte und Unterzug als exzentrischen Balken (mit Normalkraft)

e Platte als Platte und Unterzug mit Schwereachse in der Plattenmittelebene
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Abbildung 38: Verformungen des Systems Platte und Unterzug - stark iiberhoht

Die Ankopplung im Sinne der finiten Elemente bedeutet, dass die Bewegungen des Balkens
und die Bewegungen der Platte in den Knoten synchronisiert werden. Es ist also eine punkt-
weise geometrische (= gleiche Verformungen in den Knoten) und energetische Kopplung (=
gleiche Arbeiten der Schnittkréafte in der Schnittfuge von Balken und Platte).

Je nachdem, ob man diese Ausmitte e beriicksichtigt oder nicht, spricht man von einem zen-
trisch oder einem exzentrisch angeschlossenen Balken. Die Modelle unterscheiden sich dann
beziiglich der Art und Weise wie die Normalkréfte aus dieser Exzentrizitdt in die Rechnung
eingefiihrt werden.

Durch die Kopplung der Elemente entstehen eine ganze Reihe von Inkompatibilitdten bzw.
Fehlern. Wir erinnern daran, dass das Schnittprinzip bei der FE-Kopplung unterschiedli-
cher Bauteile nicht mehr gilt, s. [8]. Nur die virtuellen Arbeiten der Schnittkréifte sind noch
gleich. Dazu kommt noch, dass Balken und Platte sich unterschiedlich durchbiegen, denn
die Biegelinie w des Balkens wird in der Regel nicht mit der Biegefliche w(x,y) der Platte
in der Balkenachse iibereinstimmen. Oft hat man eine Reissner-Mindlin-Platte mit Schub-
verformungen, die an einen Balken ohne diese angekoppelt werden. Jeder Gedanke an eine
reale Einleitung der Balkenkréfte in das Plattensystem fiihrt in die Irre, hier kann man nur
in energetisch gleichwertigen Knotenkréften denken.

Wir haben in [8] die verschiedenen Varianten ausfiihrlich diskutiert und wollen es daher an
dieser Stelle bei diesem Hinweis belassen.
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Abbildung 39: Einflussfunktion fiir die Querkraft in der Mitte des zweiten Feldes. Die Ein-
flussfunktion schlédgt in den Nachbarfeldern umso stérker aus je kleiner der Abstand A der

Innenlager ist. Bei einem Abstand h = 0 wolbt sie sich bis auf +oo
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Abbildung 40: Die Randlast biegt die Platte iiber die leicht gegeneinander versetzten In-
nenwéinden. Die Innenwénde bauen ein Torsionsmoment auf, dass die Platte stabilisiert.
Aber aufgrund des kurzen Hebelarms werden die Lagerkrifte sehr grof. a) Platte und Bela-
stung b) Lagerkrifte in den Wénden c) Lagerkréfte bei unterbrochenen Innenwénden
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1.25 Maingel in der Konstruktion

Wenn es zu 'merkwiirdigen Ergebnissen’” kommt, dann muss der Fehler nicht immer beim
Programm liegen. Es kann auch an der Konstruktion liegen. Zwei Beispiele sollen dies ver-
anschaulichen.

1.25.1 Ungewollte Einspannung in einer Platte

Zur Einfithrung betrachten wir die Einflussfunktion fiir die Querkraft eines Durchlauftragers
in der Mitte des zweiten Feldes, s. Bild 39. Je nidher die beiden Innenlager zueinander riicken,
h — 0, desto weiter wolbt sich die Einflussfunktion in den Nachbarfeldern nach unten und
nach oben, weil durch den immer gleich bleibenden Versatz von Aw = 1 im mittleren Feld,
die Tangenten an die Biegelinie sich immer steiler aufstellen. Das bedeutet: Wenn nur das
erste Feld belastet ist, dann geht die Querkraft bei schrumpfenden Abstand der Innenlager
gegen Unendlich! Anschaulich ist es so, dass das mittlere, extrem kurze Feld wie eine Vol-
leinspannung wirkt und das Einspannmoment von zwei gegengleichen Kréaften aufgebracht
werden muss, die den Abstand A = 0 haben.

Genau diese ungewollte Einspannung hat der Architekt durch einen Versatz der Innenwénde
erzeugt, s. Bild 40. Durch Randlasten wird die Platte {iber die zueinander versetzten In-
nenwéande gebogen und dabei entsteht ein Biegemoment, das an den Enden der Innenwénde
zu steil ansteigenden Lagerkréften fithrt, die von der Platte nicht mehr aufgenommen werden
konnen. Der Fehler liegt hier also in der Konstruktion.

1.25.2 Knicke in der Einspannung

Auf den ersten Blick harmlose, kleine Knicke im Verlauf eines Lagers, kleine Abweichungen
von der ’Ideallinie’, konnen das Tragverhalten einer Platte entscheidend verédndern. Von da-
her ist es wichtig darauf zu achten, dass die Wande und Lager 'in der Flucht’ stehen.

Ein bemerkenswertes Beispiel dafiir ist die Platte in Bild 41, die den Boden eines Wasseraus-
lasses bildet. Um die Kriimmung des Randes nachzubilden, musste der Tragwerksplaner den
Rand mit einem Polygonzug nachbilden. Dabei hat er das Ende des Randabschnitts Nr. 2 um
ein kleines Maf3 zu viel nach rechts verzogen. Dadurch kam es zu einem kleinen zusétzlichen
Knick zwischen Randabschnitt 1 und 2 mit fatalen Folgen fiir die Einspannmomente, s. Bild
41 b. Offensichtlich werden die Einspannmomente am Knick singuldr. Das sieht man auch
sehr schon, wenn man die Einflussfunktion fiir das Einspanmoment kurz oberhalb der Ecke,
Bild 42 a, und kurz unterhalb der Ecke, Bild 42 b, betrachtet. Hier findet bei kiirzestem
Abstand ein Vorzeichenwechsel in der Einflussfunktion statt!

Das Gegenmittel ist, den zu grof3 geratenen Knick zu korrigieren. Dazu war es nur notig
einen Knoten um 1 cm zu verschieben! Berechnet man jetzt die Einflussfunktionen fiir die
oben genannten Biegemomente, dann ist von dem Vorzeichenwechsel nichts mehr zu sehen
und die FE-Ergebnisse sind in Ordnung.

1.26 Gleichgewicht

In vielen Biichern iiber finite Elemente findet man Satze wie

e Das globale Gleichgewicht ist erfiillt.
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Abbildung 41: Wasserauslass und Hauptmomente
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e Das Gleichgewicht im Element ist nicht erfillt.
e Das Gleichgewicht an den Elementrdindern ist nicht erfillt.
e Das Gleichgewicht an den Knoten ist erfullt. — (?)

Diese Séatze stéirken nicht das Vertrauen des Anwenders in die Methode der finiten Elemen-
te, aber sie verlieren doch viel von ihrer Dramatik, wenn man sich in Erinnerung ruft, dass
die Methode der finiten Elemente im gewissen Sinn ein Ersatzlastverfahren ist. Die Schnitt-
krifte, die ein FE-Programm ausgibt, gehtéren zum &quivalenten Lastfall pj,, und daher ist
es (aus Sicht der FEM) ganz natiirlich, dass nichts passt, wenn man iiber Kreuz vergleicht:
Die Schnittkriifte eines Lastfalls A sind in der Regel nie im Gleichgewicht mit den Lasten
eines Lastfalls B.

Ein FE-Programm begeht nur einen Fehler, den ihm ein Priifingenieur anlasten kénnte, und
den begeht es gleich zu Anfang: Es ersetzt den Originallastfall durch einen dquivalenten Last-
fall. Alles andere aber, was danach kommt, ist klassische Baustatik im Sinne des Regelwerkes.
Das FE-Programm 16st den dquivalenten Lastfall exakt. Daher ist das ganze Tragwerk und
jedes Teilsystem im Gleichgewicht — mit den Lasten des dquivalenten Lastfalls, [8].

Eine der elementarsten Proben bei einer FE-Berechnung ist es, die Lagerkrifte mit der einge-
gebenen Belastungen zu vergleichen. Wenn nun aber das FE-Programm doch einen anderen
Lastfall 16st, warum stimmen dann die Lagerkréfte iiberein? Die Lagerkrifte stimmen nicht
punktweise iiber, sondern nur die Summe V' stimmt iiberein. Das liegt daran, dass die Re-
sultierende des Ersatzlastfalls p, nach Lage, Richtung und Groéfle mit der Resultierenden
des Originallastfalls {ibereinstimmt. Dies muss iibrigens auch schon auf dem grobsten Netz
gelten. Von daher ist diese Kontrolle zwar unbedingt notwendig, aber sie sagt nichts iiber
die Qualitat einer FE-Berechnung aus.

Eher verdient der folgende Punkt Erwdhnung, ndmlich die Tatsache, dass die Lasten aus
dem Eigengewicht oder anderen Vollasten bei Platten und Scheiben nie zu 100 % in eine
FE-Berechnung eingehen.

Dadurch, dass die Belastung in dquivalente Knotenkréfte umgerechnet wird, wandert ein Teil
des randnahen Eigengewichts direkt als Knotenkréfte in die Lagerknoten, fithrt also nicht
zu Schnittkréften. Man darf daher theoretisch den Schubspannungsnachweis nicht mit den
rechnerischen Querkréften in Elementmitte fithren, sondern muss theoretisch die Knoten-
kriafte am Rand in Lagerkréfte umrechnen und den Schubnachweis mit diesen Querkréften
fithren.

Es sei bei dieser Gelegenheit auch noch einmal deutlich darauf hingewiesen, dass das FE-
Gleichungssystem

Ku=f (8)

nicht das Gleichgewicht der Kréfte an den Knoten formuliert. Hier werden nicht Krifte
gleichgesetzt, sondern Arbeiten! Der FE-Lastfall p;, wird so eingestellt, dass er bei jeder vir-
tuellen Verriickung der Knoten dieselbe Arbeit leistet wie der Originallastfall p. Das ist die
Bedeutung dieser Gleichungen.

~~



Abbildung 44: Berechnung einer gelenkig gelagerten Platte mit Innenstiitze mit finiten Ele-
menten



Abbildung 45: Der FE-Lastfall a) Elementlasten b) Linienlasten lings den Elementkanten
und c¢) Linienmomente lings den Kanten
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1.27 Die Konsequenzen fiir die Statik

Zum Schluss kommen wir noch einmal auf den zentralen Satz zuriick:

e Der Tragwerksplaner, der ein FE-Programm benutzt, bemisst das Tragwerk fiir den
FE-Lastfall py,.

Und nicht, so muss man ergénzen, fiir den Originallastfall. In keiner Statik taucht dieser
FE-Lastfall p, auf. Soll man also jetzt zur Pflicht machen, dass bei jeder FE-Berechnung der
FE-Lastfall p;, dokumentiert wird?

Wir zégern an dieser Stelle, denn man muss auch die Gefahren sehen, die in einem direkten
Vergleich der beiden Lastfille, des Originallastfalls p und des gerechneten Lastfalls p;, lauern.
Wenn man sich einmal die Miihe gemacht, und die beiden Lastfdlle miteinander vergleicht,
dann ist man erschrocken, wie wenig die beiden Lastfille miteinander zu tun haben, s. Bild

44 und 45.

Eigentlich sind nur neun Elemente der Platte mit 10 kN/m? belastet. Das FE-Programm
rechnet dagegen iiberall mit Fliachenlasten, die jedoch in ihrer Gréfle variieren und deutli-
cher kleiner sind als die 10 kN/m?. Zusétzlich wirken aber noch lings den Elementkanten
Linienkréafte und Linienmomente. Also doch ein andere Verteilung von Lasten, als die, die
eigentlich zu berechnen war. Wenn man jedoch auf die Hauptmomente schaut, siehe Bild 44
¢, und nicht wiisste, wo diese Hauptmomente eigentlich herkommen, dann wiirde man sagen:
"Ja, das passt’. Das sind annéhernd die Hauptmomente, die zu der Originalbelastung in Bild
44 a gehoren.

Offensichtlich, so miissen wir schlieen, kann man dasselbe Ziel auf verschiedenen Wegen er-
reichen. Und davon profitieren die finiten Elemente. Scheinbar ganz unterschiedliche Lasten
fithren zu demselben Tragbild.

Wir wollen hier an die Bemerkungen ankniipfen, die wir in [8] zu diesem Thema gemacht
haben:

... wenn wir als Tragwerksplaner mehr Zutrauen zu den finiten Elementen gewinnen wollen,
dann miissen wir uns mit diesem Punkt intensiver auseinandersetzen. Dies ist ein Problem
der Statik und erst in zweiter Linie ein Problem der numerischen Mathematik.

Was heifit nah und fern in der Statik? Welche Unschérfe konnen wir uns in der Statik erlau-
ben und welche nicht??

Was wir — etwa bei einer Plattenberechnung — sehen und vergleichen kénnen sind die Lasten,
das p und das pp, also — wir vereinfachen etwas — die vierten Ableitungen der Biegefldche. Die
Schnittmomente aber sind die zweiten Ableitungen, also das zweifach unbestimmte Integral

der Belastung
m://dedQ, mh://pthdQ.

Bei der Integration werden die Oszillationen in den Lasten gegliattet, und so kommt es, dass
die Schnittmomente der FE-Losung relativ gut den exakten Momenten folgen. Das ist der

3Man lese den Aufsatz von Biirg und Schneider [2] iiber die Bemessung einer einfachen Garagendecke
durch 32 verschiedene Ingenieure!
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mathematische Hintergrund. Integration ist ein Glattungsprozess, und kein Priifingenieur
kann aus der Differenz der Lasten Aussagen iiber die Differenz der Schnittmomente machen.
Wenn im Dachgeschof}, in der vierten Etage, die Wande 20 cm aus der Flucht stehen, wer
will dann sagen, wie grof3 die Abweichung im zweiten Geschof§ ist? Den Abstand im Dach-
geschof kénnen wir messen. Die Abweichung im zweiten GeschoB nicht. Uber sie kénnen wir
nur spekulieren. Das ist das Problem.” [Ende Zitat]

Nun ist es aber natiirlich nicht so, dass das FE-Programm den Originallastfall durch einen
willkiirlich gewahlten Lastfall ersetzt, sondern der FE-Lastfall p, ist eng auf den Original-
lastfall abgestimmt; Er ist wackeldquivalent zu dem Originallastfall. Bei jeder durch die
Knotenverschiebungen darstellbaren virtuellen Verriickung des FE-Tragwerkes sind die vir-
tuellen Arbeiten in den beiden Lastfillen gleich grof8. Die beiden Lastfélle sind also schon
aufeinander abgestimmt. Nur sieht man das nicht auf dem Bildschirm.

Unser Auge misst die Flache zwischen der Originalbelastung und FE-Belastung, es hélt
sozusagen die Differenz |p — py| gegen die Eins

!
/ [p—pu|-1dx.
0

Es misst die Resultierende R der absolut genommenen Fehlerkréifte, oder, was wegen Rx 1 =
R, dasselbe ist: Es schétzt die Arbeit ab, die die Betrage der Fehlerkrifte auf der virtuellen
Verriickung dw = 1 leisten.

Das FE-Programm hélt dagegen die Fehlerkrifte gegen alle Einheitsverformungen der Kno-
ten und versucht all diese virtuellen dufleren Arbeiten zu Null zu machen

I
5Aa:/(p—ph)cpidx:0 i=1,2,...n
0

Beim Blick auf die Fehlerkrafte p — p, muss man also mitdenken. Es wire sicherlich zu
naiv, die Fehlerkrifte prima facie zu nehmen, sich darauf zu versteifen, dass das Lastbild
pr der FE-Losung moglichst ,gut® aussieht, denn das Auge operiert nur mit einer virtuellen
Verriickung, ¢ = 1, ein FE-Programm dagegen mit 10, 100 oder 1000 Einheitsverformungen
©;, und man muss einem FE-Programm zu gute halten, dass es mitdenkt, dass es versucht
den Ersatzlastfall p;, so optimal einzustellen, dass der Fehler in der Energie — also das Feh-
lerquadrat der Schnittkréafte — moglichst klein wird.

Soll man also den FE-Lastfall p;, gar nicht zeigen, weil das den Nicht-Fachmann nur verwir-
ren wiirde? Wir meinen nicht. Erstens ist es so, dass die adaptiven Verfahren sich genau an
diesem Lastfall p;, orientieren, also das Netz dort verfeinern, wo die Differenz p — p;, grof3 ist,
und dass man zum zweiten als Tragwerksplaner durch die Darstellung des Lastfalls p, auf
die hot spots, auf die Punkte wo es 'klemmt’ hingewiesen wird.

Und vielleicht hétte die Darstellung des FE-Lastfall p;, das Gute, dass der naive Dogmatismus
vieler Ingenieure einer etwas aufgeklarteren, lockeren Sicht der Dinge weichen wiirde. Der Ge-
winn an Bandbreite wiirde alle Mal den scheinbaren Verlust wettmachen. Es ist héchste Zeit,
dass die praktische Baustatik im 21. Jahrhundert ankommt. Mit dem Knotenkraft-Modell
der finiten Elemente, siche das Eingangsbeispiel und das dazugehorige Ingenieurmodell in
Bild 1 ¢, lasst sich die Zukunft nicht gewinnen. Das ist zu kurz gesprungen. Die Baustatik
hat besseres verdient.
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